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第一章 集合和映射 

 

在数学中，严格性不是一切，但是没有它便没有一切。不严格的证明微不足道。 

                                                          —————H.Poincaré 

 

常用记号 

 

：对于任意的 

：存在 

：存在唯一的 

：使得 

：空集 

：正整数集 

：实数集 

 条件 1，条件 2， ：满足条件 1，条件 2， 的所有 构成的集合 

 

 

  

∀

∃

!∃

∋

∅

!

! "! !! ! !
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第 1 讲 集合 

 

1.集合的定义 

集合是数学中最基本的概念，因此我们不能给集合一个严格的定义，因为如果我们想给集合

一个严格的定义，那么必然会用到其它的概念。 

 

下面是集合论的创始人 G.Cantor 给出的集合的一个描述性的定义：集合是具有一定性质的

两两不同的事物所组成的一个整体，这些事物被称为属于该集合的元素。 

 

设 是一个集合，如果 是集合 的元素，记为 ，否则记为 。 

  

! ! ! ! "∈ ! "∉
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2.集合之间的关系 

定义 1.设 是两个集合。如果对于任意 ，必有 ，记 或 ，称

是 的子集，或者 包含于 ，或者 包含 。 

 

定义 2.设 是两个集合。如果 ， ，记 ，称 相等。 

 

命题 1.设 是两个集合。下列叙述是等价的。 

(ⅰ) ; 

(ⅱ)  

 

证明： 

(ⅰ) (ⅱ) 设(ⅰ)成立，下面证明(ⅱ)。设 ，因为 ，所以 ，因此 。

设 ，因为 ，所以 ，因此 。这就证明了(ⅱ)。 

 

(ⅱ)  (ⅰ) 设(ⅱ)成立，下面证明(ⅰ)。首先证明 。设 ，则由(ⅱ) ，

因此 。下面证明 。设 ，则由(ⅱ) ，因此 。这就证明了 

。□ 

 

Remark.命题 1 给出了证明集合 相等的两种方法。一种是按照定义分别证明 ，

，另一种是直接证明 。我们还可以利用集合运算的各种运算律证明

两个集合相等。 

 

 

  

!! " ! "∈ ! "∈ ! "⊂ ! "⊃ !

! ! ! ! !

!! " ! "⊂ ! "⊂ ! "= !! "

!! "

! "=

!! " ! #∈ ⇔ ∈

⇒ ! "∈ ! "= ! "⊂ ! "∈

! "∈ ! "= ! "⊂ ! "∈

⇒ ! "⊂ ! "∈ ! "∈

! "⊂ ! "⊂ ! "∈ ! "∈ ! "⊂

! "=

!! " ! "⊂

! "⊂ ! " ! #∈ ⇔ ∈
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3.集合的代数运算 

集合之间有三种基本的代数运算：交，并，差。 

 

定义 3.(集合的交和并)设 为集合，其中 ， 。定义 

              
 

 

分别称 ， 为集合 ， 的交集和并集。 

 

Remarks. 

(ⅰ)在定义 3中， 称为下标， 称为指标集， ， 表示任意个集合。因此，定义

3定义了任意个集合的交集和并集。 

(ⅱ)由定义， 

          

          

 

定义 4.(集合的差) 设 是两个集合。定义 

             

称 为 的差。 

 

我们注意，一般来说， 。 

 

  

!λ λ ∈Λ Λ ≠∅

! " # $#! " " !λ λ λ λ∈Λ = ∈ ∀ ∈ΛI

! " # $#! " " !λ λ λλ∈Λ = ∃ ∈Λ ∋ ∈!

!λ λ∈ΛI !λ λ∈Λ! !λ λ ∈Λ

λ Λ !λ λ ∈Λ

! !! " ! "λ λ λλ∈Λ∉ ⇔∃ ∈Λ ∋ ∉I

! "! " ! "λ λ λλ∈Λ∉ ⇔∀ ∈Λ ∉!

!! "

! " # $ %$! " ! " # # ! # "− = = ∈ ∉

!! " !! "

! !! " " !≠
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例 1.设 

        

则 

        

        

 

例 2.记 

        

则 

        

        

 

  

!"#$%$ $ &$ ''''' (!" ! != ∈

!" #"$%! ! !!
" "+∞

= ∈
= =I I

!
!

" #! ! !!
" "+∞

= ∈
= =

! " # $# %%%%% "&# $#!" ! ! != − ∈ +∞

! "!# $ #! ! ! !" ">  +∞= =∅I I

! "!# $ % &!'(! ! ! !" ">  +∞= =
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4.De Morgan 定律 

设 为全集， ，记 

            

称 为 的补集或余集。显然， 

            

 

命题 2.设 为全集， ， ， 。则 

             

             

 

证明：设 。则 

             

                          

                          

                          

因此 

             

这就证明了第一个等式。由第一个等式 

             

这就证明了第二个等式。□ 

 

  

! ! "⊂

! "!" # "=

!" !

( ) !
!!" "=

! ! "λ ⊂ λ ∈Λ Λ ≠∅

( ) !! !" "λ λ λ λ∈Λ ∈Λ=I "

( ) !! !" "λ λ λ λ∈Λ ∈Λ=I "

! "∈

( )!" # " #λ λ λ λ∈Λ ∈Λ∈ ⇔ ∉I I

! ! "λλ⇔∃ ∈Λ ∋ ∉

! !" #λλ⇔ ∃ ∈Λ ∋ ∈

!!" #λ λ∈Λ⇔ ∈!

( ) !! !" "λ λ λ λ∈Λ ∈Λ=I "

( ) ( )! " #
!! ! ! !" " "λ λ λ λ λ λ∈Λ ∈Λ ∈Λ= =I I "
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习题 

 

1.设 ， 。给出如下两个命题： 

命题 1.存在 ，使得 

       

命题 2.存在 ，使得 

       

(1)给出命题 1的否定。 

(2)命题 1和命题 2是否等价？直接回答是或否。 

 

2.设 

        

求 ， ，直接写出答案。 

 

3.设 为全集。设 ， ，记 

         

称 为以 为心， 为半径的开圆盘。 

(ⅰ)求 

， ， ， ， 

直接写出答案。 

(ⅱ)证明：对于任意 ，存在 ，使得 。 

  

!⊂ ! ≠ ∅

!! >

! ! " ######## $! " ! #≤ ∀ ∈

!! >

! ! " ######## $! " ! #< ∀ ∈

! !" #$ %# &&&&&&&&&&& !#'# (!" !
! !

= − = !

!! !"
+∞
=I !! !"

+∞
=!

! !
"! ∈ !! >

!
" "# $ % &' ' ()!" # # # # != ∈ − <

!" #!" # !! !

! !" #! !" #>I ! !" #! !" #>! ! !" #!
" "# $>I ! !" #!

" "# $>!

!" #!" # "∈ ! > !" # " #!" # " #ε ⊂
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4.设 为全集， 。证明： 。 

 

5.设 ， 为集合，其中 ， 。证明： 

 

 

6.设 是两个集合，记 

               

称 为 的对称差。显然， 。证明： 

              

 

! ! !! " # A⊂ ! " # ! " #! " # ! # "=I I

!λ ! λ ∈Λ Λ ≠∅

! " ! "#! " ! "λ λ λ λ∈Λ ∈Λ=I " I "

!! "

! " # ! " #$! " ! " " !∆ = !

! "∆ !! " ! " " !∆ = ∆

! " # ! "$! " ! " ! "∆ = I "
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第 2 讲 映射 

 

1.映射的定义 

设 是两个非空的集合， 是 到 的对应法则。如果 满足：对于任意 ，存在

唯一的 与 对应，称 为 到 的映射，记为 。 

 

Remark.我们仅给了映射一个描述性的定义，映射的严格定义需要用到集合论中更多的知识。 

 

下面给出几个常用的术语。 

 

设 。设 。我们称 为 的像， 为 的原像。我们注意，如果 ，

可能没有原像，也可能有多个原像。 

 

设 。我们称 为 的定义域，记为 ；称 为 的陪域。记 

           

称 为 的值域。 

 

我们又称映射为变换，算子， 。一般来说，如果 的陪域 为数集，我们称

为函数。 

  

!! " ! ! ! ! ! "∈

! "! " #∈ ! ! ! ! !! " #→

!! " #→ ! "∈ ! "! " ! ! ! "! " ! "∈

!

!! " #→ ! ! !"#$! ! !

!"# $ % &' ()! ! " " #= ∈

!"#! !

! !! " #→ ! !
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下面给出两个映射相等的定义。 

 

定义 1.设 。如果 

               

我们记 ，称 相等。 

  

! "! " # A→

! " ! "# $$$$$ #! " # " " A= ∀ ∈

! "= !! "
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2.复合映射 

定义 2.设 ， 。定义 ， 

              

称 为 的复合。 

 

如果 为函数，我们又称 为复合函数。 

 

我们注意，一般来说， 。例如，设 ， 

                

                

则               

                

               ， 

因此 。 

 

Remark.变量代数是数学中一种常用的计算技巧。所谓的变量代换，实际上就是将一个复杂

的函数写成两个简单的函数的复合。例如 

                

 

 

  

!! " #→ !! " #→ !! " # A→!

! "! " ! ! ""# $$$$ #! " # ! " # # A= ∈!

! "! !! "

!! " ! "!

! " " !≠! ! ! "! " →!

! " # $! " "=

! " #$! " "= +

! "! " ! ! "" !# " # $%! " # ! " # ! # #= = = +!

! "! " ! ! "" ! #" $! #"! " # ! " # ! # #= = + = +!

! " " !≠! !

!"
!" #

! " "
" !"# " " # !

= +

+ + +=
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命题 1. 设 ， ， 。则 

               

 

证明：设 ，则 

              

              

因此 

              

所以 

               □ 

 

Remark.命题 1告诉我们，对于映射的复合运算，结合律成立。因此，我们记 

               

              

  

!! " #→ !! " #→ !! " #→

! " ! "#! " # ! " #=! ! ! !

! "∈

( )! " ! " ! "! ! "" ! ! ! """#! " # $ ! " # $ ! " # $= =! ! !

( )! " ! " !! "! "" ! ! ! """#! " # $ ! " # $ ! " # $= =! ! !

( ) ( )! " ! " ! " ! "# $$$$$$ #! " # A ! " # A A %= ∀ ∈! ! ! !

! " ! "#! " # ! " #=! ! ! !

! " ! "#! " # ! " # ! " #= =! ! ! ! ! !



 

 

5 

3.单射，满射和双射 

定义 3.设 。如果 

             

称 为单射。 

 

Remark.由定义， 为单射当且仅当 

              

也就是说， 中不同的元对应不同的像。 

 

定义 4.设 。如果 ，称 为满射。 

 

定义 5.设 。如果 既是单射也是满射，称 为双射。 

 

Remark.我们可以从解方程的角度来理解单射，满射和双射。设 。考虑关于 的方程 

                                 (1) 

为单射当且仅当如果方程(1)有解，则解必唯一； 为满射当且仅当对于任意 ，方

程(1)必有解； 为双射当且仅当对于任意 ，方程(1)有唯一解。 

                       

 

 

 

  

!! " #→

! " ! " ! "# $ # $ % &&&&& % %! " ! " " " " " #= ⇒ = ∀ ∈

!

!

! " ! " ! "# $ # $% &&&&& % %! ! " ! " ! ! ! #≠ ⇒ ≠ ∀ ∈

!

!! " #→ !"#! "= !

!! " #→ ! !

! "∈ !

! " # $$$$$$$$$ %! " # " A= ∈

! ! ! "∈

! ! "∈
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4.逆映射 

定义 6. 设 为双射。定义 ， 

            

称 为 的逆映射。 

 

由定义，如果 为双射，我们可以定义它的逆映射，因此我们也称 为可逆映射或 可逆。 

 

 

  

!! " #→ ! "! " #− →

!" " ## $ %%%%%% $! ! " " " #− = ∀ ∈

!! − !

! ! !
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下面举例说明如何求一个可逆映射的逆映射。设 为双射。设 ，则 就

是 的原像。因此求 就是要找出 的原像。 

 

例 1.设 ， 。证明 为双射，并求 的逆映射。 

 

解：设 。方程 

            

存在唯一解 ，因此 为双射。 的原像是 ，因此 ，所以 

           □ 

 

例 2.设 ， 。证明 为双射，并求 的逆映射。 

 

解：设 。解方程 

            

得 

 

因此 为双射，并且 

           □  

!! " #→ ! "∈ !" #! "−

! !" #! "− !

!! →! ! " #! " "= ! !

!∈

! "! " #=

!
"

! "= ! ! !
"
! ! !" #

$
! " "− =

! !" # $ %%%%%%% &
'

! " " "− = ∈

! "#$ %! → +∞ ! "# $ !" ! # += ! !

!! >

! "!" #+ =

! "#$ !%&
'

! "= −

!

! !" # "$% !#& ''''''' "(& #)
*

! " " "− = − ∈ +∞
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5.可逆映射的性质 

下面考查可逆映射的性质。首先由定义 6立马可得如下结论。 

 

命题 2.设 可逆。设 ， 。如果 ，则 。 

 

证明：由定义 

             。□ 

  

!! " #→ ! "∈ ! "∈ ! "! " #= !" #! " #−=

! !" # " " ##! " ! ! # #− −= =
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命题 3. 设 可逆。则 

             

 

证明：设 。因为 可逆，所以 为满射。因此，存在 ，使得 ，则由

命题 2， ，因此 

             □ 

  

!! " #→

!" " ## $ %%%%%% &! ! " " " #− = ∀ ∈

! "∈ ! ! ! "∈ ! "! " #=

!" #! " #−=

!" # " " ##$! " # " " !−= =
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命题 4.设 可逆。则 可逆，并且 。 

 

证明：下面证明 可逆，即 为双射。首先证明 为单射。设 ，

，则由命题 3 

                 

因此 为单射。下面证明 为满射。设 ，则由定义 

                 

因此 为满射。这就证明了 可逆。 

 

下面证明 。设 。我们需要证明 。记 。则由

命题 2， ；再次对 应用命题 2得 

 

这就证明了 ，因此 。□ 

      

 

  

!! " #→ !! − ! !" #! !− − =

!! − !! − !! − ! "#! ! "∈

! !
! "# $ # $! " ! "− −=

! !
! ! " "# # $$ # # $$ %! " " ! " " ! !− −= = =

!! − !! − ! "∈

!" " ##$! " " !−=

!! − !! −

! !" #! !− − = ! "∈ ! !" # " # " #! " ! "− − = ! "! " #=

!" #! " #−= !! −

! !" # " # " #$! " # ! "− − = =

! !" # " # " #! " ! "− − = ! !" #! !− − =
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下面引入一个记号。设 为非空的集合，定义映射 ， 

              ， 

称 为 上的恒等映射。 

 

命题 5. 设 。则 

              

 

证明：设 ，则 

             

因此 

             □ 

 

  

! !!" ! !→

! " # $$$$$$!" # # # != ∀ ∈

!" !

!! " #→

!! "# A A # #= =! !

! "∈

! "! " ! ! "" ! "#
! "! " ! ! "" ! "#

! !

" "

# A B # A B # B
A # B A # B # B

= =
= =

!

!

!! "# A A # #= =! !
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命题 6.设 可逆。则 

                

                

 

证明：由定义 

             

因此 

                

由命题 3 

 

因此 

                 □ 

 

 

  

!! " #→

! "!" " #− =!

! "!" " #− =!

! !" #" # " " ## " #$ %%%%%% $!" " # " " # # A # # !− −= = = ∀ ∈!

! "!" " #− =!

! !" #" # " " ## " #$ %%%%%% $!" " # " " # # $ # # !− −= = = ∀ ∈!

! "!" " #− =!
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命题 7. 设 。则 可逆当且仅当存在 ，使得 

                     (2) 

                     (3) 

并且当 满足(2),(3)时，  。 

 

证明：“ ” 令 。则由命题 6可得(2)，(3)。 

 

“ ”首先证明 为单射。设 ， ，则由(2)式 

               

因此 为单射。下面证明 为满射。设 ，则由(3)式 

                

因此 为满射。这就证明了 为双射，即 可逆。 

 

设 满足(2),(3)，下面证明 。设 ，则由(3)式， ；又

因为 可逆，所以由命题 2， ，因此 。□ 

 

Remark.命题 7告诉了我们一种求逆映射的方法：我们只要能找到一个映射 ，使得 满足

(2)，(3)，那么 就可逆并且 的逆映射就是 。 

 

 

 

  

!! " #→ ! !! " #→

!!" # A=!

!!" # $=!

!! " #→ !! "− =

⇒ !! " −=

⇐ ! ! "#! ! "∈ ! "# $ # $! " ! "=

! ! ! " " "# $ # # $$ # # $$ # $ %! !" # " A % " A % " # " "= = = = =

! ! ! "∈

! " ! ! ""#!" # " $ B "= =

! ! !

!! " #→ !! "− = ! "∈ ! ! ""! " # #=

! !" # " #! " # "− = !! "− =

! !

! ! !
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命题 8.设 为非空的集合，则 可逆，并且 。 

 

证明：设 。则 

              

因此 

 

所以由命题 7， 可逆，并且 。□ 

 

  

! !"
!
! !" "− =

! "∈

! "! " ! ! "" ! " #! ! ! ! !" " # " " # " # #= = =!

!! ! !" " "=!

!"
!
! !" "− =



 

 

15 

命题 9. 设 可逆， 可逆。则 可逆，并且 

。 

 

证明：我们有 

                 

 

所以由命题 7， 可逆，并且 

。□ 

 

  

!! " #→ !! " #→ ! "!

! ! !" #! " " !− − −=! !

! ! ! !

!

!

" # " # " #
$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$
$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$
$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$ %

!

"

# A A # # A A #
# B #
# #
B

− − − −

−

−

=

=

=
=

! ! ! ! ! !

! !

!

! ! ! !

!

!

" # " # " #
$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$
$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$
$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$ %

!

!

" # # " " # # "
" $ "
" "
$

− − − −

−

−

=

=

=
=

! ! ! ! ! !

! !

!

! "!

! ! !" #! " " !− − −=! !
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6.双曲函数和双曲函数的反函数 

如果 可逆，我们称 有反函数，称 的逆映射为 的反函数。例如，

设 ， ，则 可逆， 的反函数为 。 

 

命题 10.设 ， 

         

则 可逆并且 

         

 

证明：设 。下面求解方程 

                              (4) 

方程(4)等价于 

                        (5) 

令 ，则 ，则方程(5)等价于 

                  (6) 

由二元一次方程的求根公式，(6)有唯一解 

                 

因此方程(4)有唯一解 

                

所以 可逆，并且 的反函数为 

              □ 

  

!! " #⊂ → ⊂! ! ! !

! "#$ %! → +∞ ! " !" ! #= ! ! !" # $%! " "− =

!! →!

! " # $$$$$$$$ %
&

! !" "# ! !
−−

= ∈

!

! "# $ %&# !$' ((((((((( )! " " " "− = + + ∈

!∈

! "
#

! !" " #
−−

! ! " #$! !" #"− − =

!" #= !! >

! ! " #$ %%%%%% #&! "! !  = >

! "#! " "= + +

!"#$ %&'! " "= + +

! !

! "# $ %&# !$' ((((((((( )! " " " "− = + + ∈
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命题 11.设 ， 

         

则 可逆，并且 

         

 

证明：设 。下面求解 

                               (7) 

(7)等价于 

                         (8) 

令 ，则 ，(8)等价于 

                             (9) 

如果 ，解(9)得 ；如果 ,解(9)得 

  

因此(9)有唯一解 

               

所以方程(7)有唯一解 

              

因此 可逆，并且 的反函数为 

              □ 

 

  

! "#$ % "&$ %! +∞ → +∞

! " # $$$$$$$$ %&
'

! !" "# ! !
−+

= ≥

!

! "# $ %&# !$' ((((( !)! " " " "− = + − ≥

!! ≥

! " ######## $%
&

! !" " # !
−+

≥

! ! " #$ %%%%%%%% #&! !" #" !− + = ≥

!" #= !! ≥

! ! " #$ %%%%%% "&! "! !− + = ≥

!! = !! = !! >

! "#! " "= + −

! "#! " "= + −

!"#$ %&'! " "= + −

! !

! "# $ %&# !$' ((((( !)! " " " "− = + − ≥



 

 

18 

记 

 

 

分别称 ， 为双曲正弦函数和双曲余弦函数。 

 

双曲正弦函数为奇函数，双曲余弦函数为偶函数。由命题 7，命题 8，双曲正弦函数有反函

数；当 时，双曲余弦函数有反函数。我们记 

           

           

分别称 ， 为反双曲正弦函数和反双曲余弦函数。 

  

!"#$ % &&&&&&&& %
'

! !" "! !
−−

= ∈

!"#$ % &&&&&&&& %
'

! !" "! !
−+

= ∈

!"#$ ! !"#$ !

!! ≥

!"#$%&' (&) *+, ----- ,! ! ! != + + ∈

!"#$%&' ()* +,- ..... +-! ! ! != + − ≥

!"#$%&! !"#$%&!
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7.反三角函数 

设 ， ，则 可逆，记 

， 

称 为反正弦函数。 

 

设 ， ，则 可逆，记 

， 

称 为反余弦函数。 

 

设 ， ，则 可逆，记 

， 

称 为反正切函数。 

 

设 ， ，则 可逆，记 

， 

称 为反余切函数。 

 

下面给出反三角函数的图像。函数 和 的反函数的图像关于直线 对称。 

  

! " # $ " %#%$
& &

! π π
− → − ! " #$%! " "= !

!" # $%&'() * ++++++++ , !*!-! " " "− = ∈ −

!"#$%&! "=

! "#$ % " &$&%! π → − ! " #$%! " "= !

!" # $%&&'( ) ******** + !)!,! " " "− = ∈ −

!"##$%! "=

! " # $
% %

! π π
− → ! " #$%! " "= !

!" # $%&'$( ) ********! " " "− = ∈

!"#$!%! "=

! "#$ %! π → ! " #$%! " "= !

!" # $%&&'( ) ********! " " "− = ∈

!"##$%! "=

! ! ! "=
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下面给出关于反三角函数的两个基本的恒等式。 

 

命题 12.我们有 

(ⅰ)     ； 

(ⅱ)     。 

 

证明： 

(ⅰ)设 ，则 ，且 。则 ，且 

                   

因此 

                  

由此可得 

                  

 

(ⅱ) 设 ，则 ，且 。则 ，且 

                   

因此 

                  

由此可得 

                  □ 

 

 

  

!"#$%& !"##'$ (
)

! ! π
+ = ! "#"$!∀ ∈ −

!"#$!% !"##&$ '
(

! ! π
+ = !∀ ∈

!"#$%& !θ = ! " #
$ $
π πθ ∈ − !"# !θ = !"# $

%
π θ π− ∈

!"#$ % #&' (
)

!π θ θ− = =

!"##$% &
'

!π θ− =

!"#$%& !"##'$ ( ) *
+ +

! ! π πθ θ+ = + − =

!"#$!% !θ = ! " #
$ $
π πθ ∈ − !"# !θ = !"# $

%
π θ π− ∈

!"#$ % #&' (
)

!π θ θ− = =

!"##$% &
'

!π θ− =

!"#$!% !"##&$ ' ( )
* *

! ! π πθ θ+ = + − =
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习题 

 

1.设 为全集， 。定义 ， 

               

称 为 的特征函数。设 。证明： 

 

 

2.设 可逆。证明：如果 为奇函数，则 为奇函数。 

 

3.证明： 为奇函数。 

 

4.设 ， 。证明 可逆，并求 的逆映射。 

 

5. 定义 ， 

           

证明 可逆，并求 的逆映射。 

 

6.设 。定义 ， 

          

证明 可逆，并求 的逆映射。 

  

! ! "⊂ !! "χ →

!" ####### "
$ %

&" ###### "! "

# !
#

# !
χ

∈
= 

∈

!χ ! !! " #⊂

!! " ! "χ χ= ⇔ =

!! →! ! !! −

!"#$%&! "=

! "#$ % "#$ %! +∞ → +∞ ! " #$!% &"! " "= + ! !

! !"! →!

!" # $ " %# %$# &&&&&" # $ '! " # " # " #= + − ∈

! !

θ ∈ ! !"! →!

!" # $ " %&' '() # '() %&' $# *****" # $ +! " # " # " # " #θ θ θ θ= − + ∈

! !
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7. 设 可逆， 可逆， 可逆，证明 可逆，并给出

的逆映射。 

 

8.求 的反函数。 

 

9.定义 

        

分别称 和 为正割函数和余割函数。证明： 

        

        

 

 

!! " #→ !! " #→ !! " #→ ! " #! !

! " #! !

! " #$%&'(!) *"! " "= +

! !"#$ % &&&&&&& $"$ %
$'" "()

! !
! !

= =

!"# ! !"! !

! !"#$ %&' ()! != +

! !"#" "$% &'! != +
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第 3 讲 Schröder-Bernstein 定理 

 

1.像集和原像集 

设 :f X Y 。设 A X ，B Y 。记 

( ) { ( ); },f A f x x A   

1( ) { ; ( ) },f B x X f x B     

称 ( )f A 为 A的像集，
1( )f B

为 B 的原像集。这里我们注意，
1f 
并不表示 f 的逆映射。 

  



 

2 

例 1.设 :f  ， 2( )f x x 。则 

     ([0,2]) [0,4],f   

     
1([0,4]) [ 2,2].f     
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命题 1.设 :f X Y 。 

(ⅰ)如果
1 2A A X  ，则

1 2( ) ( )f A f A ； 

(ⅱ)如果
1 2B B Y  ，则

1 1

1 2( ) ( )f B f B  。 
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2.单调增映射的不动点 

设 X 一个集合。记 

      2 { ; },X A A X   

称2X 为 X 的幂集。 
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定义 1.设 : 2 2X XF  。如果 

         
1 2 1 2( ) ( ),          F S F S S S X    ， 

称 F 单调增。 

 

  



 

6 

定义 2. 设 : 2 2X XF  。如果存在 A X ，使得 ( )F A A ，称F 有不动点，称 A为F

的不动点。 
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例 2.设 :f X X 。定义 : 2 2X XF  ， 

           ( ) ( ),       ,F S f S S X   。 

则由命题 1，F 单调增。由于 

           ( ) ( )F f   ， 

因此是 F 的不动点。 
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命题 2.设 : 2 2X XF  。如果F 单调增，则F 有不动点。 

 

证明：记 

       { ; ( )}.S X S F S    

显然，，因此 。令 

.SA S (1) 

下面证明 ( )F A A 。 
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设 S，则 ( )S F S 。因为F 单调增，S A ，所以 ( ) ( )F S F A ，因此 ( )S F A ，

这样，我们得到 

( )S F A ，  ,S  

因此由(1)式 

( )A F A . (2) 

因为 F 单调增，由(2)式， ( ) ( ( ))F A F F A ，这意味着 ( )F A ，因此，由(1)式，

( ) .F A A                   (3) 

由(2),(3)式的 ( )F A A ，因此 A是F 的不动点。这就证明了F 有不动点。□ 
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3.Schröder-Bernstein 定理。 

定理 1.设 :f X Y ， :g Y X 为单射。则存在双射 :h X Y 。 
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证明：定义 : 2 2X XF   

              ( ) ( ( )),       .F S X g Y f S S X     

容易验证F 单调增。由命题 2，存在 A X ，使得 ( )F A A ，即 

             ( ( )) ,X g Y f A A    

因此 

            ( ( )).X A g Y f A              (4) 
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如果 A ，则由(4)式， ( )g Y X ，因此 g 为双射。令
1h g ，则 :h X Y 为双射；

如果 ( )f A Y ，则 ( )f X Y ，因此 f 为双射。令h f ，则 :h X Y 为双射。 
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下面设 A ， ( )f A Y 。定义 

              : ( ),f A f A  

              ( ) ( ),      ,f x f x x A   

则 f 为双射。定义 

: ( )g Y f A X A    

( ) ( ),      ( ),g y g y y Y f A    

由(4)式， g 为双射，因此
1

: ( )g X A Y f A


   为双射。最后我们定义 :h X Y  

             
1

( ),       ,
( )

( ),    .

f x x A
h x

g x x X A


 
 

 

 

因为 : ( )f A f A 为双射，
1

: ( )g X A Y f A


   为双射，所以 :h X Y 为双射。这

就证明了定理 1.□ 
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第 4 讲 集合的势 

在这一讲，我们首先引入集合的势的概念，然后利用集合的势的概念，给出有限集，无限集，

可数集和不可数集的严格定义。粗略的说，集合的势这个概念是用来比较两个集合“所含元

素个数的多少”。在这里我们要注意，我们只能比较两个集合的势的大小，不能说一个集合

的势等于多少。 

 

1.集合的势 

定义 1.设 是非空的集合。如果存在单射 ，我们称 的势小于等于 的势(或

的势大于等于 )的势，记为 (或 )。 

 

例 1.如果 是 的非空子集，则 。 

证明：定义  

            

则 是单射，因此 。□ 

 

命题 1. 设 是非空的集合。则下列结论成立： 

(ⅰ) ; 

(ⅱ)如果 ， ，则 。 

 

证明： 

(i)因为 为单射，所以 。 

(ⅱ)因为 ， ，所以存在单射 ， ，则 为单

射，因此 。□ 

 

  

!! " !! " #→ ! !

! ! ! "≤ ! "≥

! ! ! "≤

!! " #→

! " # $$$$$ %! " " " #= ∈

! ! "≤

! !! " #

! !≤

! "≤ ! "≤ ! "≤

!!" ! !→ ! !≤

! "≤ ! "≤ !! " #→ !! " #→ !! " # A→!

! "≤
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定义 2. 设 是非空的集合。如果 且 ，我们称 等势，记 ；否则

称 不等势，记为 。 

 

命题 2.设 是非空的集合。则 当且仅当存在双射 。 

 

证明： 

“ ”因为 为双射，所以 ；又因为 为双射，所以 。因

此 。 

“ ”因为 ，所以存在单射 ；又因为 ，所以存在单射 。

由 Schröder-Bernstein 定理，存在双射 。□ 

 

命题 3. 设 是非空的集合。则下列结论成立。 

(ⅰ) ; 

(ⅱ)如果 ，则 ; 

(ⅲ) 如果 ， ，则 。 

 

证明： 

(i)因为 为双射，所以 。 

(ⅱ)因为 ，所以存在双射 。因为 为双射，所以 。 

(ⅲ)因为 ， ，所以存在双射 ， ，则 为双

射，因此 。□ 

  

!! " ! "≤ ! "≤ !! " ! "=

!! " ! "≠

!! " ! "= !! " #→

⇐ !! " #→ ! "≤ ! "! " #− → ! "≤

! "=

⇒ ! "≤ !! " #→ ! "≤ !! " #→

!! " #→

! !! " #

! !=

! "= ! "=

! "= ! "= ! "=

!!" ! !→ ! !=

! "= !! " #→ ! "! " #− → ! "=

! "= ! "= !! " #→ !! " #→ !! " # A→!

! "=
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例 2. 。 

证明：定义  

            

则 是双射，因此 。□ 

 

例 3. 。 

证明：记 

            

则 为双射，因此 。□ 

 

例 4.设 ， ，则 。 

证明：令 ， 

                

则 为双射，因此， 。又因为 ，所以 。□ 

 

例 5.设 ， ，则 。 

证明：因为 ，所以 。因为 ，所以 。又因为

，所以 ，因此 。□ 

 

  

{ }! "#$#=!

{ }!" #$%$! →!

!" # $% &&&&& %! " " "= + ∈

! { }! "#$#=!

! " #
$ $
π π

− =

! " #$% & ''''''' ! & "&
( (

! " " " π π
= ∈ −

! ! " #
$ $
π π

− =

!! "∈ ! "< ! " #! " =

! " # $ " # $
% %

! " #π π
− →

! " ! " #
$

! "# $ $ "π
π
−

= + + ! " #"
$ $

! π π
∈ −

! ! " # ! " #
$ $

! "π π
− = ! " #

$ $
π π

− = ! " #! " =

!! "∈ ! "< ! " # $ " %! " ! "=

! " # $ " %! " ! "⊂ ! " # $ " %! " ! "≤ ! " #! " ⊂ ! " #! " ≤

! " #! "= ! " # $ " %! " ! "≤ ! " # $ " %! " ! "=
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定义 3.设 是非空的集合。如果 并且 ，称 的势严格小于 的势(或 的

势严格大于 的势)，记为 (或 )。 

 

Remark.在这里我们要注意，我们只定义了集合的势之间的大小关系，并没有定义一个集合

的势等于多少。 

 

 

  

!! " ! "≤ ! "≠ ! ! !

! ! "< ! ">
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2.有限集和无限集，可数集和不可数集 

定义 4.设 是一个非空的集合。如果存在 ，使得 

 

称 为有限集，否则称 为无限集。 

 

命题 4. 为无限集，并且如果 为无限集，则 。 

 

Remark.命题 4说明，在所以无限集中， 的势最小。 

  

! !!∈

!"#$# # %#! "= !

! !

! ! ! !≤

!
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命题 4 的证明：首先证明 为无限集。反证法。假设 为有限集，则存在双射

，其中 。令 

            ， 

则 ，这与 为双射矛盾。因此假设不成立，所以 为无限集。 

 

设 为无限集。下面证明，存在单射 。为此，我们首先用归纳法定义“点列”

， ， ，使得 

                            

由已知 ，任取 。假设 ， ，并且 

                            

因为 为无限集，所以 ，因此 

。 

任取 ，则 

                           

这样我们就得到了点列 ， ， ，并且 

                            

定义 ， 

            

则 为单射。因此 。□ 

               

 

  

! !

!"#$%&% % '! " → !!∈

!"#$ %&'( ( % ')! " " #= !

! "#$! "+ ∉ ! !

! !"! "→

! "!" !" #∈ !"#"! = !

!! "# #≠ !! "∀ ≠

! ≠ ∅ !! "∈ !" #∈ !"#" "! "= !

!! "# #≠ ! " " #! " # ! "∀ ≤ ≤ ≠

! ! " #$%$ $ &!" # ! A≠ = !

! " # $%&% % '!" # ! A= ≠∅!

! " # $ !%&% % '! "# A # " !+ ∈ = !

!! "# #≠ ! " !" #! " # ! "∀ ≤ ≤ + ≠

! "!" !" #∈ !"#"! = !

!! "# #≠ !! "∀ ≠

!"! "→

!" # $ %%%%%%% $!" ! # != ∈

! ! !≤
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定义 5.设 为无限集。如果 ，称 为无限可数集，否则称 为不可数集。 

 

设 是一个非空的集合。如果 为有限集或无限可数集，称 为可数集。(在有的书上，可

数集专门指无限可数集。) 

 

下面是几个常用的结论： 

(ⅰ)实数集是不可数集，有理数集是可数集，无理数集是不可数集； 

(ⅱ)可数个可数集的并是可数集，严格的说，如果 是可数集， ，并且 是可数集，

则 也是可数集。 

由于(ⅰ)，(ⅱ)的证明要用到更多的集合论的知识，在这里我们不证明这些结论。 

 

! !!= ! !

! ! !

!λ λ ∈Λ Λ

!λ λ∈Λ!
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第 5 讲 导数初步 

 

1.导数和函数的增长率 

设 I 为区间， :f I  ，
0x I 。所谓 f 在

0x 点的导数，就是 f 在
0x 点的增长率。问题

是如何计算 f 在
0x 点的增长率。 

 

我们称  

              0 0( ) ( )f x h f x

h

 
 

为 f 在 0x 和 x 之间的平均增长率。如果当 0h 时， 

              0 0( ) ( )
,

f x h f x
a

h

 
   

则a 就是 f 在 0x 点的增长率。也就是说，我们可以通过计算 f 在 0x 点附近的平均增长率的

极限计算 f 在 0x 点的增长率。 

 

例 1.设 ,k b ， ( )f x kx b  。设 0x  ，则 0( )f x k  。 

 

例 2.设
2( )f x x ， 0x  ，则 0 0( ) 2f x x  。 
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2.导数的几何意义 

设 I  为区间， :f I  ，
0x I 。我们称直线 

         
0 0 0( )( ) ( )y f x x x f x    

为 f 的图像在
0x 点的切线，简称 f 在

0x 点的切线。因此，
0( )f x 就是 f 在

0x 点的切线的

斜率。 

 

例 3.二次函数
2y x 在

0x x 点的切线为 

            
2

0 02 .y x x x   

 

Remarks. 

(ⅰ) f 在 0x 点的切线与 f 在 0x 点有相同的增长率。 

(ⅱ)抛物线的切线和抛物线只有一个公共点。然而，对于一般的函数 f ， f 在 0x 点的切线

与 f 不一定只有一个公共点。 

(ⅲ)记
2

0 0y x ，则抛物线
2y x 在 0 0( , )x y 点的切线方程可写成如下形式 

              0
0 .

2

y y
x x


  

对于一般的圆锥曲线，有类似的结论。 
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3.导函数 

设 I 为区间， :f I  ，
0x I 。记 :f I   

           ( )f x f  在 x 点的导数，   x I ， 

称 f 为 f 的导函数，简称 f 的导数。 

 

例 4.由例 1，例 2 

           ( ) ,kx b k   

           
2( ) 2 .x x   
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4.求导法则 

下面给出求一般的函数的导数的求导法则。下面设 ,I J  为区间。 

 

(1)求导的线性性 

设 , :f g I  ， ,  为常数，则 

      ( ) ,f g f g         

特别地 

      ( ) ,f f    

      ( ) ,f g f g      

      ( ) .f g f g      

 

(2)乘积函数求导法则 

设 , :f g I  ，则 

      ( ) .fg f g fg     

 

(3)除法 

设 , :f g I  ，并且 

       ( ) 0,     g x  x I  ， 

则 

        
2

.
f f g fg

g g

    
 

 
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(4)复合函数求导法则 

设 :f I J   ， :g J   ，则 

          ( ( ) ( ( )) ( ),f g x f g x g x      .x I   

 

(5)反函数求导 

设 :f I J   有反函数， :g J I 是 f 的反函数，则 

       ( ( ))f g x x ，   ,x J   

因此由复合函数求导法则 

       ( ( )) ( ) 1,f g x g x       ,x J   

所以 

       
1

( ) ,
( ( ))

g x
f g x

 


     .x J   
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5.基本初等函数的导数 

下面利用求导法则求基本初等函数的导数。 

 

首先，利用乘积函数求导法则容易证明 

1( ) ,       =1,2, .n nx nx n   
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(1)指数函数的导数 

定义 

2 3

1 ,        
2! 3!

x x x
e x      

因此 

       ( ) .x xe e   

 

设 0a  ， 1a  。则 

       
ln ,x x aa e   

由复合函数求导法则 

       
ln( ) ln ln ,x x a xa e a a a    

因此 

        ( ) ln .x xa a a   
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(2)对数函数的导数 

由于 

ln xe x ， 0,x   

上式两端求导，由复合函数求导法则 

ln (ln ) 1,xe x      0,x   

即 

(ln ) 1,x x      0,x   

因此 

        
1

(ln ) ,x
x

      0.x   

 

设 0a  ， 1a  。则 

        
ln

log ,
ln

a

x
x

a
     0,x   

因此由求导的线性性 

        
1

(log ) ,
ln

a x
x a

      0.x   
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(3)幂函数的导数 

设a ， 0a  。则 

      ln ln ,ax a x     0,x   

上式两端求导，由复合函数求导法则 

      
1

( ) ,a

a

a
x

x x
     0,x   

由此可得 

        
1( ) ,a ax ax      0.x   
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(4)三角函数的导数 

设 i 为虚数单位。由 Euler 公式 

      cos sinixe x i x   

可得 

      cos ,
2

ix ixe e
x


  

上式两端求导得 

      (cos ) sin ,
2

ix ixie ie
x x


     

因此 

      (cos ) sin .x x    

由诱导公式 

      (sin ) (cos( )) sin( ) cos
2 2

x x x x
 

      ， 

因此 

      (sin ) cos .x x   

 

直接应用求导公式可得 

2(tan ) sec ,x x   

2(cot ) csc ,x x    

(sec ) sec tan ,x x x   

(csc ) csc cot .x x x    
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(5)反三角函数的导数 

设 ( 1,1)x  ，则 

        sin(arcsin ) ,x x  

上式两端求导，由复合函数求导法则 

        cos(arcsin ) (arcsin ) 1,x x    

即 

        
21  (arcsin ) 1,x x    

由此可得 

        
2

1
(arcsin ) .

1
x

x
 


 

由于 

        arcsin arccos ,
2

x x


   

所以 

        
2

1
(arccos ) .

1
x

x
  


 

同理可得 

         
2

1
(arctan ) ,

1
x

x
 


 

         
2

1
(arccot ) .

1
x

x
  


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6.对勾函数 

设 , 0a b  。我们称 

           ( ) ,        0
b

f x ax x
x

    

为对勾函数。我们有 

           
2

1
( ) ( ).

b b
f x a ax

x x x
      

设
0 0x  满足 

           
0

0

.
b

ax
x

  

则当 00 x x  时， ( ) 0f x  ，因此 f 在 0(0, )x 上单调减；当 0x x 时， ( ) 0f x  ，因

此 f 在 0( , )x  上单调增。  
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7.利用导数证明不等式 

例 5.证明： 

ln 1x x  ，  0,x   

等号成立当且仅当 1x  。 

 

例 6.证明： 

1,xe x    ,x   

等号成立当且仅当 0x  。 

 

例 7. 证明： 

sin ,x x    0.x   

 

例 8. 证明： 

2

cos 1 ,
2

x
x     ,x   

等号成立当且仅当 0x  。 

 

例 9. 证明： 

tan ,x x    0.x   

 

例 10. 证明： 

ln(1 ) ,
1

x
x x

x
  


   0.x   
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8.函数的极值 

设 a b   ， : ( , )f a b  。设
0x  。如果存在 0  ，

0 0( , ) ( , )x x a b    ，

使得 

              
0( ) ( )f x f x ，   

0 0( , )x x x     ， 

称
0x 为 f 的极小值点，称

0( )f x 为 f 的极小值；如果存在 0  ，
0 0( , ) ( , )x x a b    ， 

使得 

              0( ) ( )f x f x ，   0 0 0( , ) \{ }x x x x     ， 

称 0x 为 f 的严格极小值点，称 0( )f x 为 f 的严格极小值。类似的可定义 f 的极大值点， f

的极大值， f 的严格极大值点和 f 的严格极大值。 f 的极小值点和极大值点统称为 f 的极

值点。 

 

设 f 在
0x 可导。如果

0x 为 f 的极值点，则 0( ) 0f x  ，反之不然。例如，设
3( )f x x ，

则 (0) 0f   ，但 0x  不是 f 的极值点。 
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9.三次函数 

下面考虑一元三次函数的单调性和极值。设 

3 2( )Q x ax bx cx d    ， x ， 

其中 0a  。称Q 为一元三次函数。 

 

我们有 

       
2( ) 3 2Q x ax bx c    。 

一元二次方程 

        ( ) 0Q x         

的判别式 

        
24 12b ac   。 

下面分两种情况讨论。 

 

Case (i) 0   

如果 0a  ，则 0Q  ， f 单调增；如果 0a  ，则 0Q  ， f 单调减。 

 

Case (ii) 0   

设方程(1)的两个根为 1 2,x x ， 1 2x x 。 

 

设 0a  。则在 1( , )x 上， 0f   ，f 单调增；在 1 2( , )x x 上， 0f   ，f 单调减；在 2( , )x 

上， 0f   ， f 单调增。因此， 1x 为 f 的严格极大值点； 2x 为 f 的严格极小值点。 

 

设 0a  。则在 1( , )x 上， 0f   ，f 单调减；在 1 2( , )x x 上， 0f   ，f 单调增；在 2( , )x 

上， 0f   ， f 单调减。因此， 1x 为 f 的严格极小值点； 2x 为 f 的严格极大值点。 
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10.均值不等式 

定理 1.设 , 0   ， 1   。设 , 0x y  。则 

            x y x y    ，             (1) 

等号成立当且仅当 x y 。 

 

Remark.我们称 x y  为 ,x y 的加权的平均值，称 x y  为 ,x y 的几何平均值。 

 

定理 1的证明：显然，当 x y 时(1)式中等号成立，因此我们只需证明当 x y 时 

                  x y x y    。       

上式等价于： 

              1
x y

y x

 

 
   

   
  

。       (2) 

令 

              ( ) ,    0.f x x x x       

则 

              (1) 1f  ， 

              
1 1 1( ) ( 1),f x x x x x              

因此，在区间 (0,1)上， f 单调减；在区间 (1, ) 上， f 单调增，所以 

( ) 1,     0,  1.f x x x     

因此(2)式成立。这就证明了定理 1.□ 
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下面给出定理 1的两个推论。 

 

在定理 1中，令 

             
1 1

,   ,   ,   ,p qx a y b
p q

      

我们得到如下的 Young 不等式。 

 

推论 1. 设 , 0p q  ，
1 1

1
p q
  。则对任意 , 0a b   

             
p qa b

ab
p q
  ， 

等号成立当且仅当
p qa b 。 

 

Remark.在 Young 不等式中， ,p q称为共轭指数。 
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由数学归纳法，我们可的如下形式的加权的均值不等式。 

 

推论 2.设 0i  ， 1,2, ,i n ，
1

1
n

ii



 。则对任意的 0ix  ， 1,2, ,i n ， 

               
11

,i
n n

i i i ii
x x

 
   

等号成立当且仅当
1 2 nx x x   。这里， 2n  。 

 

Remark：在推论 2中，
i ， 1,2, ,i n 称为权重，如果取

1 2

1
= n

n
     ，我们就

得到通常的代数几何平均值不等式 

              1 2
1 2 .n n

n

x x x
x x x

n

  
  
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n维欧式空间 

 

从具体到抽象是数学发展的一条重要大道，因此具体的例子往往是抽象概念的源泉，而所用

的方法也往往是高深数学里所用的方法的依据。                

------华罗庚 

 

0.引言 

在平面上建立平面直角坐标系后，平面上的点和向量可以用它们的坐标 ( , )x y 表示。这里

( , )x y 为有序数对，也就是说 

                   1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) , .x y x y x x y y     

我们记  

                   
2 {( , ); , }x y x y  ， 

称集合
2
为二维欧式空间。 

 

在三维空间建立空间直角坐标系后，三维空间中的点和向量可以用它们的坐标 ( , , )x y z 表示。

这里 ( , , )x y z 为 3 元有序数组，也就是说 

                   1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2( , , ) ( , , ) , , .x y z x y z x x y y z z      

我们记  

                   
3 {( , , ); , , }x y z x y z  ， 

称集合
3
为三维欧式空间。 

 

在这一部分，我们将会定义n 维欧式空间
n
，讲述

n
中的基本运算。我们还要证明几个

重要的不等式：加权的均值不等式，Young不等式，Cauchy不等式，Hölder不等式和Minkowski

不等式。在这里，我们实际上给出了 Cauchy 不等式，Hölder 不等式和 Minkowshi 不等式的

几何意义。 
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1. n 维欧式空间的定义 

首先定义n 元有序数组。 

 

定义 1.设 :{1,2, , }x n  。记 

               ( ),       1,2, , ,ix x i i n   

               
1 2( , , , ).nx x x x  

我们称 1 2( , , , )nx x x 为n 元有序数组。 

 

设 

1 2( , , , ),nx x x x  

              1 2( , , , )ny y y y  

为两个n 元有序数组，则 

              ( ) ( ),   1,2, , ,x y x i y i i n     

即 

              1 2 1 2( , , , ) ( , , , ) ,   1,2, , .n n i ix x x y y y x y i n     
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定义 2.记 

       
1 2{( , , , ); , 1,2, , },n

n ix x x x i n    

称 n 为n 维欧式空间。 

 

设
nx ，我们称 x 为点或向量。设 

1 2( , , , ).nx x x x  

称 ix 为点 x 的第 i 个坐标或向量 x 的第 i 个分量， 1,2, ,i n 。 

 

记 

        0 (0,0, ,0) n  ， 

称0为零向量。记 

        1 (1,0,0, ,0),e   

        2 (0,1,0, ,0),e   

            

        (0,0, ,0,1),ne   

称 ie 为第 i 个单位坐标向量。 

 

Remark:我们也可以用集合的笛卡尔乘积定义n 维欧式空间 

             .n

n

   

重
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2.线性运算 

下面定义 n 中的运算。 

 

定义 3.（加法和数乘）设 , nx y ， k ， 

                 
1( , , ),nx x x  

                 
1( , , ).ny y y  

定义 

                 1( , , ),nkx kx kx  

                 1 1( , , ).n nx y x y x y     

 

有了加法和数乘运算，我们就可以定义负向量和减法： 

                 1( 1) ( , , ),nx x x x       

                 1 1( ) ( , , ).n nx y x y x y x y        

 

数乘和加法统称为线性运算。 
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命题 1.设
1 2( , , , ) n

nx x x x  ，则
1

n

i ii
x x e


 。 

 

证明：由定义直接可得。□ 

 

Remark.命题 1告诉我们，每一个向量
nx 都可以用单位坐标向量

1, , ne e 表示，我们称

1{ , , }ne e 为 n 的标准正交基。 
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二维向量和三维向量的线性运算的所有运算律都可以推广到n 维向量。 

 

设 , , nx y z ， ,k l 。则 

(1) x y y x   ; 

(2) ( ) ( )x y z x y z     ; 

(3)0 x x  ; 

(4) ( ) 0x x   ; 

(5)1x x ; 

(6) ( ) ( )kl x k lx ; 

(7) ( )k l x kx lx   ; 

(8) ( )k x y kx ky   . 
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设
nx ，k 。显然，如果 0k  或 0x  ，则 0kx  。反之亦然。 

 

命题 2.设
nx ，k 。如果 0kx  ，则 0k  或 0x  。 

 

证明：反证法。假设 0k  ， 0x  。设 x 的第 i 个分量 0ix  ，则kx 的第 i 个分量 0ikx  ，

因此 0kx  ，矛盾。所以假设不成立，因此必有 0k  或 0x  。□ 
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3.平行和同向 

下面给出几个名词和术语。 

 

(1)设 , nx y ， ,   ，称 x y  为 ,x y 的线性组合。 

 

(2)设 , nx y 。如果存在 ,   ，其中 ,  不全为零，使得      

               0,x y    

称 ,x y 平行(线性相关)，记为 x ∥ y 。 

 

由定义，对于任意
nx ，0∥ x 。 

 

(3)设 , nx y ， , 0x y  。如果存在 0k  ，使得 y kx ，称 ,x y 同向。 
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命题 3.设 , nx y 。下列叙述等价。 

(ⅰ) x ∥ y ； 

(ⅱ)存在k ，使得 x ky 或者 y kx ； 

(ⅲ) i j j ix y x y ， , 1,2, ,i j n  。 

 

证明： 

(ⅰ) (ⅱ)：由(ⅰ)，存在 ,   ， ,  不全为零，使得 0x y   。如果 0  ，

则 x y



  ；如果 0  ，则 y x




  。 

(ⅱ) (ⅲ)：设 x ky ，则 i ix ky ， 1,2, ,i n 。因此 

              i j i j j ix y ky y x y  ， , 1,2, ,i j n  。 

(ⅲ) (ⅰ)：如果 0x  ，则(ⅰ)成立。设 0x  。首先证明，当 0ix  时 0iy  。设 0ix  ，

则由(ⅲ) 

                0j ix y  ， , 1,2, ,i j n  ， 

又因为 x 的分量不全等零，所以 0iy  。因此当 0ix  时 0iy  。 记 

               { ; 0, 1,2, }.ii x i     

由(ⅲ)  

               
ji

i j

yy

x x
 ， ,i j 。 

记 /i ik y x ， i，则 

i iy kx ，  i 。 

又因为当 0ix  时 0iy  ，所以  

  i iy kx ，  1,2, , .i n   

因此 y kx ，即 0kx y  。□ 
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命题 4.设 , , \ {0}nx y z 。则 

(ⅰ) x ∥ y 当且仅当存在k ，使得 y kx ； 

(ⅱ)如果 x ∥ y ， y ∥ z，则 x ∥ z。 

 

证明： 

(ⅰ)设 x ∥ y ，则存在 ,   ， ,  不全为零，使得 0x y   。如果 0  ，则 0x  ，

又因为 0x  ，所以 0  ，这与 ,  不全为零矛盾，因此 0  ，所以 y x



  。 

(ⅱ)由(ⅰ)，存在 ,k l 使得 y kx ， z ly ，则 z klx ，从而由(ⅰ)， x ∥ z。□ 

 

Remark.命题 4(ⅱ)称为传递性。我们注意，如果去掉假设 , , 0x y z  ，命题 4(ⅱ)不成立。 
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4.向量的内积 

设 , nx y ，定义 

       
1

,
n

i ii
x y x y


   

称 x y 为 ,x y 的内积。我们也记 

       x y 〈 ,x y 〉. 
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命题 5.(内积的基本性质) 

设 , , nx y z ， ,   。则下列结论成立： 

(ⅰ) (非负性) 〈 ,x x 〉 0 ，“=”成立当且仅当 0x  ； 

(ⅱ)(对称性) 〈 ,x y 〉=〈 ,y x 〉； 

(ⅲ)(线性性) 〈 ,x y z  〉= 〈 ,x z〉+ 〈 ,y z 〉。 

 

我们注意，由(ⅱ)，(ⅲ)可得 

       〈 ,z x y  〉= 〈 ,z x〉+ 〈 ,z y 〉. 

 

命题 5的证明：由定义直接可得。□ 
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5.向量的模 

设
nx ，定义 

        
2

1
| | ,

n

ii
x x


   

称 | |x 为 x 的长度，模或者 2-范数。由定义 

        | | .x x x   

如果 | | 1x  ，我们称 x 为单位向量。 
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下面给出内积和模之间的关系。 

 

命题 6.(Cauchy 不等式)设 , nx y ，则 

          | | | || |,x y x y   

等号成立当且仅当 x ∥ y 。 

 

证明：因为 

       2 2 2 2 2

1 1 1 1
( ) 2

n n n n

i j j i i j j i i j j ii j i j
x y x y x y x y x y x y

   
      

 

                              2 2 22 | | | | ( ) ,x y x y  
 

所以 

          

2 2 2| | | | ( ) 0,x y x y  
 

即  

          
| | | || |,x y x y   

等号成立当且仅当 

          i j j ix y x y ， , 1,2, ,i j n  。 

即 x ∥ y 。□
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命题 7. (向量的模的基本性质) 

设 , nx y ，k 。则下列结论成立： 

(ⅰ) (非负性) | |x 0 ，“=”成立当且仅当 0x  ； 

(ⅱ)(非负齐性) | | | || |kx k x ； 

(ⅲ)(三角不等式) | | | | | |x y x y   。 

 

证明：(ⅰ)，(ⅱ)由定义直接可得。下面证明(ⅲ)。由 Cauchy 不等式 

            
22 2 2 2 2| | | | 2 | | | | 2 | || | | | | | | | ,x y x x y y x x y y x y           

因此 | | | | | |x y x y   。□ 

 

Remark.设 , 0x y  ，则三角不等式中等号成立当且仅当 ,x y 同向。 
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6.向量的夹角 

设 , nx y ， , 0x y  。由 Cauchy 不等式 

              1 1,
| || |

x y

x y


    

因此存在唯一的 [0, ]  ，使得 

               cos ,
| || |

x y

x y



   

称 为向量 ,x y 的夹角。 

 

设 , nx y 。如果 0x y  ，称 ,x y 垂直或正交，记为 x y 。如果 , 0x y  ，则 x y 等

价于 ,x y 的夹角为90 。设 x y ，则有如下的勾股定理成立 

                 
2 2 2| | | | | | .x y x y    
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7.正交投影 

设 \ {0}nx 。记 

       / | |,x x x  

则 | | 1x  ，称 x 为 x 对应的单位向量。 

 

设
na ， 0a  。设

nb 。称b a 为b 在a 上的投影，称向量 ( )b a a 为b 在a 上的

投影向量。 
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命题 8. (正交分解)  

设 , na b ， 0a  。记 

        
1 ( ) ,b b a a   

        
2 1,b b b   

则
1 2b b ，且 

         
2 2 2

1 2| | | | | | .b b b   

 

我们称 

1 2b b b 
 

为b 的正交分解。 

 

命题 8的证明：我们有 

          
2 0 0 0 2

1 2 1 1 1 1( ) | | ( )( ) | | 0b b b b b b b b b a b a b a             ， 

因此 1 2b b 。由勾股定理 

          
2 2 2

1 2| | | | | | .b b b  □ 
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8.平行四边形和三角形的面积 

设
na ， , \ {0}nx y ，且 ,x y 不平行。设 ,x y 的夹角为 。我们记 

       { ;0 , 1},P a x y         

称 P 为以a 为顶点， ,x y 为邻边的平行四边形，记 

      ( ) | || | sinS P x y  ， 

称 ( )S P 为平行四边形P 的面积。 
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命题 9.(平行四边形面积公式) 我们有 

2 2 2( ) | | | | ( )S P x y x y   。 

 

证明：由定义 

       ( ) | || | sinS P x y  2 2 2 2 2| | | | | | | | cosx y x y   2 2 2| | | | ( ) .x y x y     □ 
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9.两点距离公式 

设 , nx y 。我们称 | |x y 为 ,x y 的距离，则 

      
2

1
| | ( ) .

n

i ii
x y x y


    
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命题 10.(距离的基本性质) 

设 , , nx y z 。则下列结论成立： 

(ⅰ) (非负性) | |x y 0 ，“=”成立当且仅当 x y ； 

(ⅱ)(对称性) | | | |x y y x   ； 

(ⅲ)(三角不等式) | | | | | |x z x y y z     。 

 

证明：由命题 9可得。□ 
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10.向量的 p 范数 

设
1( , , ) n

nx x x  。设 1p  。记 

      
1/

1
| | | | ,

p
n p

p ii
x x


   

称 | |px 为 x 的 p 范数。记 

     
1| | max | |i n ix x   ，    

称 | |x 
为 x 的范数。 
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下面给出向量的内积和 p 范数的关系。 

 

命题 11.(Hölder 不等式) 

设 , 0p q  ，
1 1

1
p q
  。设 , nx y 。则 

          | | | | | | .p qx y x y                (1) 

 

Remark. Hölder 不等式是 Cauchy 不等式的推广。 

 

命题 11 的证明：如果 0x  或者 0y  ,(6)式显然成立。设 , 0x y  。记 

         ,     ,
| | | |p p

x y
x y

x y
      

则 | | | | 1p qx y  ，(6)式等价于 | | 1x y  ；因此我们只需证明，当 | | | | 1p qx y  时，等式

(1)成立。 

 

设 | | | | 1p qx y  。由 Young 不等式 

        
1 1

| | | | 1 1 1 1
| | | || | | | | | 1,

p q
n n p qi i

i i p qi i

x y
x y x y x y

p q p q p q 

 
         

 
   

这就证明了(1)式。□ 
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向量的 p 范数和向量的模具有类似的性质。 

 

命题 12. (向量的 p 范数的基本性质) 

设 1p  或 .p    设 , nx y ， k 。则下列结论成立： 

(ⅰ) (非负性) | |px 0 ，“=”成立当且仅当 0x  ； 

(ⅱ)(非负齐性) | | | || |p pkx k x ； 

(ⅲ)(三角不等式) | | | | | |p p px y x y   。 

 

(ⅰ)，(ⅱ)由定义直接可得。当 1p  或者 p  时，容易证明(ⅲ)成立。 
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下面证明当 1p  时命题 11(ⅲ)成立。 

 

命题 13.(Minkowski 不等式) 

设 , nx y ， 1p  。则 

| | | | | | .p p px y x y        (2) 

 

Remark. Minkowski 不等式是通常的三角不等式 

            | | | | | |x y x y    

的推广。 

 

命题 16 的证明：当 0x y  时，(7)式显然成立，因此我们假设 0x y  。设
1 1

1
p q
  。

则由 Young 不等式 

     
1

1 1
| | | | | |

n np p

i i i i i ii i
x y x y x y

 
      

1 1

1 1
| | | | | | | |

n np p

i i i i i ii i
x y x x y y 

 
      

                        
1/ 1/ 1/

( 1)

1 1 1
| | | | | |

q p p
n n np q p p

i i i ii i i
x y x y

  
      

                    
1/

1
| | | | | |

q
n p

i i p pi
x y x y


   ， 

其中在第二个不等式中，我们用到了 Young 不等式，这样我们得到 

   
1/

1 1
| | | | | | | | .

q
n np p

i i i i p pi i
x y x y x y

 
          (3) 

因为 0x y  ，所以 

 
1/

1
| | 0

q
n p

i ii
x y


  . 

(3)式两端同除  
1/

1
| |

q
n p

i ii
x y


 即得(2)式。□  
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第 7 讲 确界原理 

 

1.实数理论 

实数集满足如下四个公理。 

(Ⅰ)加法公理：设 ,x y ，则 x y  。加法满足如下的运算律 

1.（零元） 0 0 ,x x x      ;x   

2.（负元） ( ) ( ) 0,x x x x        ;x   

3.（加法结合律） ( ) ( ),x y z x y z       , , ;x y z   

4.（加法交换律） ,x y y x   ，   , .x y   

(Ⅱ)乘法公理：设 ,x y ，则 xy 。乘法满足如下的运算律 

1.（单位元） 1 1 ,x x x       ;x   

2.（逆元）
1 1 1,x x x x        ,   0;x x    

3.（乘法结合律） ( ) ( ),xy z x yz     , , ;x y z   

4.（乘法交换律） xy yx ，   , ;x y   

乘法和加法满足 

5.（分配率） ( ) ,x y z xy xz     , , .x y z   

(Ⅲ)序公理： 中的不等关系“”满足 

1.（自反性） x x ，  ;x   

2.（反对称性）设 ,x y ，如果 x y ， y x ，则 x y ； 

3.（传递性）设 , ,x y x ，如果 x y ， y z ，则 x z ； 

4.（全序）设 ,x y ，则 x y 或 y x ； 

加法与不等关系满足 

5.设 , ,x y x ，如果 x y ，则 ;x z y z    

乘法与不等关系满足 

6.设 ,x y ，如果0 x ，0 y ，则0 .xy  
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（Ⅳ）完备性公理：设 ,A B ， ,A B 。如果 

             ,          , ,x y x A y B     

则存在c ，使得 

             ,          , .x c y x A y B      

 

公理（Ⅳ）也称为实数的连续性公理。从几何上看，公理（Ⅳ）告诉我们，如果 ,A B 是数

轴 l 上的两个点集，并且 A在 B 的左边，那么数轴上一定有一点 c 位于 ,A B 之间。这意味

着我们使用的数轴 l 是一条连续的有向直线，所谓 l 连续，指的是 l 上没有间断点。如果 l 有

间断点，公理（Ⅳ）不成立。例如设 \ { }l c ，令 ( , )A c  ， ( , )B c  ，则在 l 上

不存在一点位于 ,A B之间。 
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2.有界集 

定义 1.设 A ， A 。如果存在M  ，使得 

         ,       ,x M x A    

称 A有上界，称M 是 A的上界；如果存在m ，使得 

         ,       ,x m x A    

称 A有下界，称M 是 A的下界。如果 A既有上界也有下界，称 A有界。 

 

Remarks. 

(ⅰ)我们通常默认为有界集。 

(ⅱ)设 A ， A 。容易证明， A有界当且仅当存在 0M  ，使得 

           | | ,       .x M x A    
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3.上确界和下确界 

设 A ，A 。如果 A有上界，则 A有无数个上界，A的上界越小，这个上界就越准

确，那么 A的最小的上界就是 A的最准确的上界，称为 A的上确界。类似的，如果 A有下

界，则 A有无数个下界， A的下界越大，这个下界就越准确，那么 A的最大的下界就是 A

的最准确的下界，称为 A的下确界。 

 

定义 2. 设 A ， A 。设M  。如果 

              ,         ,x M x A    

并且对于任意 0  ，存在 x A ，使得 

              ,x M    

称 M 为 A的上确界。设m 。如果 

,         ,x m x A    

并且对于任意 0  ，存在 x A ，使得 

              ,x m    

称m 为 A的下确界。 
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命题 1. （上下确界的唯一性） 

设 A ， A 。 

(ⅰ)如果
1 2,M M 都是 A的上确界，则

1 2M M ； 

(ⅱ)如果
1 2,m m 都是 A的上确界，则

1 2m m 。 

 

证明： 

(ⅰ)反证法。假设 1 2M M 。不妨设 1 2M M 。因为 2M 是 A的上确界，所以 2M 是 A的

上界。因为 1M 是 A的上确界， 2 1M M ，所以存在 x A ，使得 2x M ，这与 2M 是 A

的上界矛盾，因此假设不成立。所以 1 2M M 。 

(ⅱ)可类似证明。□ 

 

设 A ， A 。如果存在M  ，使得M 为 A的上确界，称 A有上确界。命题 1告

诉我们，如果 A有上确界， A的上确界必唯一，我们用 sup A表示 A的上确界。类似的，

如果存在m ，使得m 为 A的下确界，称 A有下确界。命题 1告诉我们，如果 A有下确

界， A的下确界必唯一，我们用 inf A表示 A的下确界。 
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4.确界原理 

设 A ，A 。由定义，如果 A有上确界，A首先必需有上界；如果 A有下确界，A

首先必需有下界。下面我们证明，如果 A有上界， A必有上确界；如果 A有下界， A必有

下确界，这就是如下的确界原理。 

 

定理 1. （确界原理） 

设 A ， A 。 

(ⅰ) 如果 A有上界， A必有上确界； 

(ⅱ) 如果 A有下界， A必有下确界。 

 

证明：(ⅰ)记 

          { ; , }.B y y x x A      

由定理的假设，B 。由B 的定义， 

          ,        , ,x y x A y B     

因此由实数的完备性公理，存在M  ，使得 

          ,        , .x M y x A y B         (1) 

下面证明M 是 A的上确界。由(1)式 

          ,        .x M x A                  

设 0  。下面证明：存在 x A ，使得 x M   。反证法。假设对于任意 x A ，都有

x M   。则M B  ，则由(1)式，M M   ，矛盾。因此假设不成立，所以，存

在 x A ，使得 x M   。这就证明了M 是 A的上确界。 

 

(ⅱ)可类似证明。□ 
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Remark. 设 A ， A  。如果 A 没有上界，我们也称 A 的上确界为正无穷，记

sup A ；如果 A没有下界，我们也称 A的下确界为负无穷，记 inf A 。这样，

的任意子集都有上确界和下确界。 
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例 1. 设 A ， A 。 

(ⅰ)如果 maxM A ，则 supM A ； 

(ⅱ)如果 minm A ，则 infm A . 

 

证明： 

(ⅰ)因为 maxM A ，所以 

        ,         .x M x A    

设 0  。因为 maxM A ，所以 M A 。因为 0  ，所以 M M   。这就证明了

supM A 。 

(ⅱ)可类似证明。□ 
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例 2.设 ,a b ，a b 。则 inf( , )a a b ， sup( , )b a b 。 

证明：显然， 

       ,       ( , ).a x x a b    

设 0  。令 

        
min{ , }

2

a b a
x

 
 ， 

则 ( , )x a b ，且 x a   。这就证明了 inf( , )a a b 。类似的可以证明 sup( , )b a b 。□ 
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5.函数的上确界和下确界 

定义 3.设 :f A 。如果存在M  ，使得 

           ( ) ,          ,f x M x A    

称 f 有上界，称M 是 f 的上界；如果存在m ，使得 

           ( ) ,       ,f x m x A    

称 f 有下界，称M 是 f 的下界。如果 f 既有上界也有下界，称 f 有界。 

 

Remarks. 

(ⅰ)由定义， f 有上界(有下界，有界)当且仅当Rg f 有上界(有下界，有界)。 

(ⅱ)容易证明， f 有界当且仅当存在 0M  ，使得 

           | ( ) | ,       .f x M x A    

 

定义 4.设 :f A 。如果Rg f 有上确界，称函数 f 有上确界，记 

 sup sup Rg ,f f  

称sup f 为函数 f 的上确界；如果Rg f 有下确界，称函数 f 有下确界，记 

 inf inf Rg ,f f  

称 inf f 为函数 f 的上确界。 

 

由定理 1，如果 f 有上界， f 必有上确界；如果 f 有下界， f 必有下确界。 
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第 8讲 数列的极限 

 

1.数列极限的定义 

设
na  ， 1,2,n  。定义 *:a  ， 

            *( ) ,      .na n a n   

我们称a为数列，记为
1{ }n na a 

 。 

 

在不会引起混淆的情况下，我们也简单地将数列
1{ }n na 


记为{ }na 。 

 

Remark.我们将数列看成定义域为 * 的函数。 
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定义 1. 设 ,na a ， 1,2,n  。如果对于任意 0  ，存在 *N  ，使得 

             | | ,     ,na a n N     

称a是{ }na 的极限。 

 

Remark: 在定义 1中，| |na a 表示
na 与a 的误差。a 是{ }na 的极限意味着：当n

充分大时，
na 与a很接近，而且要多接近有多接近。 
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例 1.设 0  。证明：0是数列
1

n

 
 
 

的极限。 
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证明：设 0  。令 

1/

1
1,N



 
   

 

则 

              | | ,     ,na a n N     

因此0是数列
1

n

 
 
 

的极限。□ 
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设
na  ， 1,2,n  。如果存在a ，使得a 是{ }na 的极限，我们称数列{ }na 有

极限，否则称数列{ }na 没有极限。下面证明极限的唯一性。 

 

命题 1(唯一性).设 , , na b a  ， 1,2,n  。如果 ,a b都是{ }na 的极限，则a b 。 
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证明：设 0  。存在 *

1 2,N N  ，使得 

            
1| | ,     ,na a n N     

            
2| | ,     .na b n N     

令
1 2max{ , }N N N ，则 

            | | | | | | 2 .N Na b a a b a        

这样，我们就证明了 

            | | 2 ,      0,a b       

因此 | | 0a b  ，即a b 。□ 
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记号： 

设
na  ， 1,2,n  。如果{ }na 有极限， a 是{ }na 的极限，我们记 lim n

n
a a


 ，

或者 ,na a        当n时。 

在不引起混淆的情况下，我们也简单地记为
na a 。 

 

  



数列的极限 

一个数列不一定有极限。下面举一个反例。 

 

例 2.设 ( 1)n

na   ， 1,2,n  。证明：{ }na 没有极限。 
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证明：反证法。假设{ }na 有极限， lim n
n

a a


 ，则存在 *N  ，使得 

             
1

| | ,     ,
2

na a n N     

因此 

2 1

1
| |

2
Na a   ， 

2

1
| |

2
Na a  ， 

从而 

2 2 1| | 1N Na a   ， 

即2 1 ，矛盾。因此，假设不成立，所以{ }na 没有极限。□ 
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下面给出两个专业的术语。 

 

定义 2. 设
na  ， 1,2,n  。如果存在a ，使得a 是{ }na 的极限，我们称{ }na

收敛，否则称{ }na 发散。 
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下面给出数列极限的一个常用的等价定义。 

 

命题 2(等价定义). 设 ,na a ， 1,2,n  。设 0C  。则下列叙述是等价的： 

(ⅰ)
na a ；  

(ⅱ)对于任意的 0  ，存在 *N  ，使得 

| | ,     .na a C n N     

 

Remark.在命题 2中，C 是一个与n 无关的正常数。 
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命题 2的证明： 

(ⅰ)(ⅱ)：设 0  。由(ⅰ)，存在 *N  ，使得 

| | ,     ,na a C n N     

则 

| | ,     .na a C n N     

 

(ⅱ)(ⅰ)：设 0  。由(ⅱ)，存在 *N  ，使得 

| | ,     ,
2 2

na a C n N
C

 
      

则 

                  | | ,     ,na a n N     

因此， na a 。□ 
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练习题 

 

练习 1. 设 ,na a ， 1,2,n  。设 0C  ,
0 0  , *

0N  。证明下列叙述是等

价的： 

(ⅰ) lim n
n

a a


 ; 

(ⅱ) 对于任意
00    ，存在 *N  ，

0N N ，使得 

             | | ,     .na a C n N     
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练习 2. 设 0  ， 0C  ，
n

C
a

n
 ， 1,2,n  。证明： lim 0n

n
a


 。 
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练习 3. 设 ,na a ， 1,2,n  ，
na a 。证明： 

(ⅰ)如果b ，b a ，则存在 *N  ，使得 

             ,     ;na b n N        

(ⅱ)如果b ，b a ，则存在 *N  ，使得 

             ,     ;na b n N    

(ⅲ)如果 0a  ，则存在 *N  ，使得 

             | | | | /2,     .na a n N    
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练习 4. 设 , , ,n na b a b ， 1,2,n  ，
na a ，

nb b 。设 *

0n  。 

(ⅰ)证明：数列
0 1{ }n n na 

  的极限也是a ； 

(ⅱ)证明：如果 

          
0,      ,n na b n n    

则a b 。 

[Remark.这个结论表明，一个数列的极限和它的前有限项没有关系。]  
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练习 5. 设
na  ， 1,2,n  。证明： 0na  当且仅当 | | 0na  。 

[Remark.如果 0na  ，我们又称数列{ }na 为无穷小量，练习 5 的结论告诉我们，

{ }na 为无穷小量意味着：当 n 充分大时，
na 的绝对值（而不是

na ）很小，而且要

多小有多小。] 
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2.数列极限的基本性质 

定义 3. 设
na  ， 1,2,n  。如果存在M  ，使得 

                  ,     1,2, ,na M n    

称数列{ }na 有上界；如果存在m ，使得 

                  ,     1,2, ,na m n    

称数列{ }na 有下界。如果{ }na 既有上界 也有下界，称{ }na 有界。 

 

Remark.数列{ }na 有界当且仅当：存在 0M  ，使得 

                  | | ,     1,2, .na M n    
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命题 3(有界性). 设
na  ， 1,2,n  。如果{ }na 收敛，则{ }na 有界。 
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证明：存在 *N  ，使得 

             | | 1,     ,na a n N     

则 

             | | | | 1,     .na a n N     

令 

             
1
| | | | 1

N

nn
M a a


   ， 

则 

             | | ,     1,2, ,na M n    

因此{ }na 有界。□ 
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定义 4. 设
na  ， 1,2,n  。设 *

kn  ， 1,2,k  ， 

                 
1 ,    1,2, ,k kn n k    

称 1{ }
kn ka 

 为{ }na 的子列。 

 

Remark.如果{ }
kna 为{ }na 的子列，则 

,    1,2, .kn k k   
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命题 4(子列的极限). 设 ,na a ， 1,2,n  , lim n
n

a a


 。如果{ }
kna 为{ }na 的子

列，则 lim
kn

k
a a


 。 
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证明：设 0  。存在 *N  ，使得 

            | | ,     .na a n N     

设 k N ，则 

            ,k Nn n N   

因此 

            | | ,     .
kna a k N     

这就证明了 lim
kn

k
a a


 。□ 

 

  



数列的极限 

命题 5(夹逼定理). 设 , , ,n n na b c a ， 1,2,n  ,
na a ，

nc a 。如果 

                 
0,      ,n n na b c n n     

其中 *

0n  ，则
nb a 。 
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证明：设 0  。存在 *

1 2,N N  ，使得 

               
1| | ,     ,na a n N     

               
2| | ,     .nc a n N     

令
0 1 2max{ , , }N n N N ，则当n N 时， 

               ,n n na a b a c a          

因此 

| | ,     ,nb a n N     

这就证明了 nb a 。□ 
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命题 6(不等式取极限). 设 , , ,n na b a b ， 1,2,n  ,
na a ，

nb b 。如果 

               
0,      ,n na b n n    

其中 *

0n  ，则a b 。 

 

Remark.我们注意，如果 

0,      ,n na b n n    

我们并不能得到a b 。例如，设
1

2
na

n
 ，

1
nb

n
 ， 1,2,n  ，则 

 ,      1,n na b n    

但是 lim lim 0n n
n n

a b
 

  。 
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命题 6的证明：设 0  。存在 *

1 2,N N  ，使得 

            
1| | ,     ,na a n N     

            
2| | ,     .nb b n N     

令
0 1 2max{ , , }N n N N ，则 

            ( ) ( ) 2 ,N N N Na b a b a a b b          

这样我们就证明了 

            2 ,     0,a b       

因此 0a b  ，即a b 。□ 
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练习题 

 

练习 1. 设 0  ，
na n ， 1,2,n  。证明数列{ }na 无界，从而由命题 3{ }na 不

收敛。 

  



数列的极限 

 

 

29 

2025 

练习 2. 设 ( 1)n

na   ， 1,2,n  。利用命题 4证明：数列{ }na 不收敛。 
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练习 3. 设
na  ， 1,2,n  ，如果 0na  ，我们又称数列{ }na 为无穷小量。利

用命题 5证明下列数列为无穷小量。 

(1)
1

ln 1na
n

 
  

 
, 1,2,n  ； 

(2)
1

n n
a

e
 , 1,2,n  ； 

(3)
2n

n
a

n n



, 1,2,n  。 
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练习 4. 设 0  。证明：
ln

lim 0
n

n

n
 。 

[提示：利用不等式 ln /x x  。] 
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练习 5. 设 , ,na a b ， 1,2,n  ,
2 1lim n

n
a a


 ，

2lim n
n

a b


 。证明：{ }na 收敛

当且仅当a b 。 
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练习 6. 设 ,na a ， 1,2,n  ,
na a 。记 

               1 ,      1,2, .

n

ii
n

a
b n

n

 


 

证明：
nb a 。 
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3.数列极限的四则运算 

命题 7(四则运算). 设 , , ,n na b a b ， 1,2,n  ,
na a ，

nb b 。设 ,   。

下列结论成立： 

(ⅰ)
n na b a b      ； 

(ⅱ)
n na b ab ； 

(ⅲ)如果 

          , 0,     1,2, ,nb b n    

则 / /n na b a b 。 
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证明：(ⅰ)设 0  。则存在 *N  ，使得 

              | | ,      ,na a n N     

              | | ,      .nb b n N     

则当n N 时， 

              

| ( ) ( ) | | || | | || | (| | | | 1) ,n n n na b a b a a b b                   

因此 n na b a b      。 

 

  



数列的极限 

(ⅱ) 设 0  。则存在 *N  ，使得 

              | | ,      ,na a n N     

              | | ,      .nb b n N     

因为{ }na 有界，存在 0M  ，使得 

              | | ,    1,2, .na M n    

则当n N 时， 

| | | | | || | | || | ( | |) ,n n n n n n n n na b ab a b a b a b ab a b b b a a M b           

               

因此 n na b ab 。 
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(ⅲ) 由(ⅱ)，我们只需要证明1/ 1/nb b 。设 0  。则存在 *

1N  ，使得 

              
1| | ,      .nb b n N     

因为 0b  ，存在 *

2N  ，使得 

              
2| | | | /2,       .nb b n N    

令
1 2max{ , }N N N 。则当n N 时， 

2

1 1 2
,

| |

n

n n

b b

b b b b b



    

因此 / /n na b a b 。□ 
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练习题 

 

练习 1. 设n ，
ia  ， 0,1, ,i n ， 0na  。记 

       1

1 0( ) ,     .n n

n nP x a x a x a x

      

称P 为(一元)n次多项式，称 n

na x 为P 的主项。设 1n  。证明：
1

lim ( ) (0)
k

P P
k

 。 
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练习 2. 设 , , , ,n n na b c a b ， 1,2,n  ,
na a ，

nb b 。证明：如果 

               | | ,      1,n n na b c n     

并且 0nc  ，则a b 。



数列的极限 

4.单调收敛定理 

定义 5. 设
na  ， 1,2,n  。如果 

             
1,     1,2, ,n na a n    

称{ }na 单调增；如果 

             
1,     1,2, ,n na a n    

称{ }na 严格单调增。类似地可以定义{ }na 单调减和{ }na 严格单调减。如果{ }na 单

调增或单调减，称{ }na 单调。 
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定义 6. 设
na  ， 1,2,n  。记 

           *sup sup{ ; },n na a n   

           *inf inf{ ; },n na a n   

分别称 sup na 和 inf na 为数列{ }na 的上确界和下确界。 
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定理 8(单调收敛定理). 设
na  ， 1,2,n  。 

(ⅰ)如果{ }na 单调增有上界，则 lim supn n
n

a a


 ； 

(ⅱ)如果{ }na 单调减有下界，则 lim infn n
n

a a


 。 
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证明：(ⅰ)记 sup na a 。设 0  ，则存在 *N  ，使得 

                .Na a   

因为{ }na 单调增，所以 

                ,     ,na a n N     

则 

                ,     ,na a a a n N         

因此 

               | | ,     ,na a n N     

这就证明了 lim n
n

a a


 。 
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(ⅱ)考虑数列{ }na 。因为{ }na 单调减有下界，所以{ }na 单调增有上界。由(ⅰ)， 

                lim lim ( ) sup( ) inf .n n n n
n n

a a a a
 

       □ 
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练习题 

 

在下面的练习中，我们证明几个常用的极限 

(1)
1

{(1 ) }n

n
 严格单调增，

1
lim (1 )n

n
e

n
  ； 

(2) lim 1n

n
n


 ； 

(3) lim 1n

n
a


 ， 0a  ， 

其中第一个极限可以作为自然对数的底数 e的定义。 
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Remark.自然对数的底数 e有两个等价的定义 

(ⅰ)
1

lim (1 )n

n
e

n
  ； 

(ⅱ)
2 3

1
1! 2! 3!

x x x x
e      , x 。 
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练习 1. 设
na  ， 1,2,n  。证明：如果 0na  ，则 1na

e  。 
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练习 2. 设 ,na a ， 1,2,n  。证明：如果
na a ，则 na ae e 。 

[Remark.这个结论实际上证明了指数函数 xy e 为连续函数。] 
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练习 3. 设 0a  。证明： lim 1n

n
a


 。 

[提示：首先取对数
ln

ln n a
a

n
 ，然后利用练习 1的结论。这是计算形如 ( )( )g xf x

的函数的常用方法。] 
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练习 4. 证明： lim 1n

n
n


 。 

  



数列的极限 

 

 

51 

2025 

练习 5. 证明：数列
1

{(1 ) }n

n
 严格单调增并且

1
lim (1 )n

n
e

n
  。 

[提示：取对数
1 ln(1 1/ )

ln(1 )
1/

n n

n n


  ，然后利用函数

ln(1 )x
y

x


 的单调性和不

等式 ln(1 ) ,     0
1

x
x x x

x
   

  

证明。] 
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5.Cauchy 收敛原理 

定义 7. 设
na  ， 1,2,n  。如果对于任意 0  ，存在 *N  ，使得 

             | | ,     , ,n ma a n m N     

称{ }na 为 Cauchy 列。 

 

数列{ }na 为 Cauchy 列意味着：当n充分大时，数列{ }na 的变化很小，而且要多

小有多小。 

 

Remark.类似于数列极限的定义，在定义 7中，不等式 

                  | | ,     , ,n ma a n m N     

可以替换为 

                  | | ,     , ,n ma a C n m N     

其中 0C  为不依赖于 ,m n的常数。 
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定理 9(Cauchy 收敛原理). 设
nx  ， 1,2,n  。则{ }nx 收敛当且仅当{ }nx 为

Cauchy 列。 

 

Remark. Cauchy 收敛原理的重要意义在于：在我们不知道数列{ }nx 的极限的情

况下，我们可以应用 Cauchy 收敛原理判定数列{ }nx 是否有极限。 
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下面用二分法证明定理 9. 

 

定理 9的证明： 

(1)首先证明必要性。设
nx x 。设 0  。存在 *N  ，使得 

             | | ,     ,nx x n N     

则 

             | | | | | | 2 ,     , ,n m n mx x x x x x n m N         

这就证明了{ }nx 为 Cauchy 列。 
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(2)下面证明充分性。设{ }nx 为 Cauchy 列。下面证明{ }nx 收敛。 

 

设 A 。如果集合 *{ ; }nn x A  为无限集，我们称在集合 A中有数列{ }nx 的

无限项。设 A B C 。如果在集合 A中有数列{ }nx 的无限项，则在集合B 或C 中

必有数列{ }nx 的无限项。 
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首先证明{ }nx 有界。因为{ }nx 为 Cauchy 列，存在 *N  ，使得 

                  | | 1,     ,n Nx x n N     

则 

                 | | | | 1,     .n Nx x n N     

令 

                 
1
| | 1

N

nn
M x


  ， 

则 

                 | | ,     1,2, .nx M n    
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下面用归纳法构造一列区间[ , ]n na b ， 1,2,n  ，使得每个区间中都有数列{ }nx 的

无限项。 

 

记
1 1[ , ] [ , ]a b M M  ，则在

1 1[ , ]a b 中有{ }nx 的无限项。 

 

记
1 1 1( ) / 2c a b  。则在

1 1[ , ]a c 或
1 1[ , ]c b 中有{ }nx 的无限项。如果在

1 1[ , ]a c 中有{ }nx

的无限项，记 2 2 1 1[ , ] [ , ]a b a c ，否则记 2 2 1 1[ , ] [ , ]a b c b ；则在 2 2[ , ]a b 中有{ }nx 的无

限项。 
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不断重复上述过程，我们得到数列{ },{ }n na b ，它们满足 

(C1){ }na 单调增，{ }nb 单调减，并且
n na b , 1,2,n  ； 

(C2) 1

1 1( ) / 2n

n nb a b a    , 1,2,n  ； 

(C3)对于任意的 *n ，[ , ]n na b 中有{ }nx 的无限项。 

 

由(C1), { },{ }n na b 单调有界，因此由单调收敛定理，{ },{ }n na b 收敛。由(C2)， 

lim limn n
n n

a b
 

 。记 

lim lim .n n
n n

x a b
 

   

下面证明 lim n
n

x x


 。 
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设 0  。因为{ }nx 为 Cauchy 列，存在 * ，使得 

| | ,     , .n mx x n m      

因为
na x ，

nb x ，存在 *  ，使得 

                 .x a b x      
 

由(C3)，[ , ]a b  中有{ }nx 的无限项，因此存在 *N  ，N  ，使得 [ , ]Nx a b  ，

则 

                 ,Nx x x      

即 | |Nx x   。设n N ，则n  ，因此 

                 | | ,n Nx x    

从而 

                 | | | | | | 2 .n n N Nx x x x x x        

这样我们就证明了 

                 | | 2 ,       ,nx x n N     

因此 lim n
n

x x


 。□ 
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6.数列趋于无穷大 

定义 8. 设
na  ， 1,2,n  。如果对于任意 0M  ，存在 *N  ，使得 

                   ,     ,na M n N    

称{ }na 趋于正无穷，记为 lim n
n

a


 或 na ；如果对于任意 0M  ，存在

*N  ，使得 

                   ,     ,na M n N     

称{ }na 趋于负无穷，记为 lim n
n

a


 或 na 。 

 

Remark.我们注意，如果 na 或者 na ，则{ }na 无界，因此{ }na 不收敛。 
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例 3. 设 0  。证明：n 。 

证明：设 0M  。令 1/[ ] 1N M   ，则 

                ,      ,n M n N       

因此n 。□    
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练习题 

 

练习 1. 设
na  ， 1,2,n  。证明：

na 当且仅当
na 。 

  



数列的极限 

 

 

63 

2025 

练习 2. 设
na  ， 1,2,n  。证明： 

(ⅰ)如果 0na  ， 1,2,n  ，则
na 当且仅当1/ 0na  ； 

(ⅱ)如果 0na  ， 1,2,n  ，则
na 当且仅当1/ 0na  . 

[Remark.我们经常利用变换 1/y x ，在0和无穷之间进行转换。] 
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练习 3. 设 na  ， 1,2,n  ，{ }
kna 是{ }na 的子列。证明： 

(ⅰ)如果 lim n
n

a


 ，则 lim
kn

k
a


 ； 

(ⅱ)如果 lim n
n

a


 ，则 lim
kn

k
a


 。 
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练习 4. 设 ,n na b  ， 1,2,n  ,  

               
0,      ,n na b n n    

其中 *

0n  。证明：如果
na ，则

nb ；如果
nb ，则

na 。 
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练习 5. 设
na  ， 1,2,n  。证明： 

(ⅰ){ }na 无上界当且仅当存在{ }na 的子列{ }
kna ，使得 lim

kn
k

a


 ； 

(ⅱ){ }na 无下界当且仅当存在{ }na 的子列{ }
kna ，使得 lim

kn
k

a


 。 
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练习 6. 设
na  ， 1,2,n  。证明： 

(ⅰ)如果{ }na 单调增无上界，则 lim n
n

a


 ； 

(ⅱ)如果{ }na 单调减无下界，则 lim n
n

a


 。 
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练习 7.设 *n ，
ia  ， 0,1, ,i n ， 0na  。记 

       1

1 0( ) ,     .n n

n nP x a x a x a x

      

(ⅰ) 证明：存在 0M  ，使得 

           
1

( ) ,     .
2

n

nP x a x x M    

(ii)证明： lim ( )
k

P k


 。 
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7.数列的上极限和下极限 

我们记 

[ , ] { , },      

称[ , ]  为广义实数集。在广义实数集中，我们约定 

(ⅰ) ,    ,k k      

(ⅱ) ( ) ,    { },k k k          

    ( ) ,    { },k k k          

(ⅲ) ( ) ,    (0, ) { },k k k           

( ) ,    (0, ) { },k k k           

( ) ,    ( ,0) { },k k k           

( ) ,    ( ,0) { }.k k k           
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设a 。我们记 

       [ , ) { } ( , ),a a     

       [ , ] { } ( , ],a a     

       ( , ] ( , ) { },a a     

       [ , ] [ , ) { }.a a     
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设
na  ， 1,2,n  。我们记 

          *sup sup{ ; , },    1,2, ,k k
k n

a a k k n n


     

          *inf inf{ ; , },    1,2, .k k
k n

a a k k n n


     

我们注意到，如果{ }na 有上界，则数列
1{sup  }k n

k n

a 




单调减；如果{ }na 有下界，则

数列
1{inf  }k n

k n
a 




单调增。 
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定义 9. 设
na  ， 1,2,n  。如果{ }na 有上界，我们记 

               lim lim sup ,n k
n n k n

a a
  

  

否则记 

                lim ,n
n

a


   

称 lim n
n

a


为数列{ }na 的上极限；如果{ }na 有下界，我们记 

               lim lim inf ,n k
n k nn

a a
 

  

否则记 

                lim ,n
n

a


   

称 lim n
n

a


为数列{ }na 的下极限。 
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Remarks.  

(ⅰ)如果{ }na 有上界，则数列
1{sup  }k n

k n

a 




单调减，因此 lim n
n

a


 ，并且 lim n
n

a


可

能等于；如果{ }na 有下界，则数列
1{inf  }k n

k n
a 




单调增，因此 lim n
n

a


 ，并

且 lim n
n

a


可能等于。 
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(ⅱ)容易证明，上极限和下极限有如下关系 

        lim lim ( ),n n
n n

a a
 

    

        lim lim ( ).n n
nn

a a


  
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对数列的上极限，我们有如下等价定义。 

 

命题 10. 设 na  ， 1,2,n  ， [ , ]a   。则 lim n
n

a a


 当且仅当 

(C1)如果{ }
kna 是{ }na 的子列，且 lim [ , ]

kn
k

a s


    ，则 s a ； 

(C2)存在{ }na 的子列{ }
kna ，使得 lim

kn
k

a a


 。 
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类似的，对数列的下极限，我们有如下等价定义。 

 

命题 10’. 设
na  ， 1,2,n  ， [ , ]a   。则 lim n

n

a a


 当且仅当 

(C1)如果{ }
kna 是{ }na 的子列，且 lim [ , ]

kn
k

a s


    ，则 s a ； 

(C2)存在{ }na 的子列{ }
kna ，使得 lim

kn
k

a a


 。 
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Remark.命题 10 和命题 10’告诉我们，数列{ }na 的上极限是{ }na 的最大的子列的

极限，数列{ }na 的下极限是{ }na 的最小的子列的极限。 
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下面证明命题10和命题10’。由于 lim lim ( )n n
nn

a a


   ，由命题10可得命题10’。

因此，我们只证明命题 10。 
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命题 10 的证明： 

“” 设 lim n
n

a a


 。下面证明(C1)(C2)。我们分三种情形讨论。 

 

(a){ }na 无上界 

由定义，a  ，因此(C1)成立。下面证明(C2)。我们用归纳法构造{ }na 的子列

{ }
kna 。因为{ }na 无上界，因此存在 *

1n  ，使得
1

1na  。因为{ }na 无上界，因此

存在 *

2n  ， 2 1n n ，使得
2

2na  。重复上述过程，我们得到{ }na 的子列{ }
kna ，

{ }
kna 满足 

              ,    1,2, ,
kna k k    

因此 lim
kn

k
a


 。这就证明了(C2)。 
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(b)a   

我们只需要证明 lim n
n

a


 。因为 

               sup ,    1,2, ,n i
i n

a a n


    

并且 

              lim sup lim ,i n
n ni n

a a
 

    

所以 lim n
n

a


 。 
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(c)a  

首先证明(C1)。设{ }
kna 是{ }na 的子列， lim [ , ]

kn
k

a s


    。因为 

              sup ,    1,2, ,
k

k

n i
i n

a a k


    

并且 

             lim sup lim sup lim ,
k

i i n
k n ni n i n

a a a a
   

    

所以 s a 。这就证明了(C1)。 
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下面证明(C2)。记 

              sup ,    1,2, ,n k
k n

b a n


   

则{ }nb 单调减， lim infn n
n

a b b


  。              

 

下面用归纳法构造{ }na 的子列{ }
kna ，使得 lim

kn
k

a a


 。因为
1 1supn nb a ， 1a b ，

存在 *

1n  ，使得 

1 11 .na a b  
 

下面证明存在 *

2n  ， 2 1n n ，使得
2

1/ 2na a  。反证法。假设 

                     11/ 2,     ,na a n n     

则当 1n n 时， 

                    
1 1

sup sup 1/ 2,  n k k
k n k n

b a a a
  

     

因此 

                    lim 1/ 2,n
n

a b a


    

矛盾，所以假设不成立，因此存在 *

2n  ， 2 1n n ，使得
2

1/ 2na a  。又因为

2 2n  ，所以
2 2na b 。这样我们得到 *

2n  ， 2 1n n ，使得 

                    
2 21/ 2 .na a b    

重复上述过程，我们得到{ }na 的子列{ }
kna ，{ }

kna 满足 

                     1/ ,      1,2, .
kn ka k a b k      

由夹逼定理得 lim
kn

k
a a


 。这就证明了(C2)。 
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“” 设(C1)(C2)成立，下面证明 lim n
n

a a


 。根据已经证明的必要性，我们

有如下结论 

(C1’)如果{ }
kna 是{ }na 的子列，且 lim [ , ]

kn
k

a s


    ，则 lim n
n

s a


 ； 

(C2’)存在{ }na 的子列{ }
kna ，使得 lim lim

kn n
k n

a a
 

 。 

由(C2)与(C1’)知 lim n
n

a a


 ，由(C1)与(C2’)知 lim n
n

a a


 ，因此 lim n
n

a a


 。□ 
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下面给出数列的上极限、下极限和极限的关系。 

 

命题 11. 设
na  ， 1,2,n  ， [ , ]a   。则 lim n

n
a a


 当且仅当 

                lim lim .n n
n n

a a a
 

 
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证明：“” 由命题 10，存在{ }na 的子列{ }
kna ，使得 lim lim

kn n
k n

a a
 

 ，则 

                lim lim lim .
kn n n

n k n
a a a a

  
    

同理，由命题 10’可得 lim n
n

a a


 。这就证明了必要性。 
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“”因为 

                inf sup ,     1,2, ,k n k
k n k n

a a a n
 

     

并且 

               lim sup lim ,k n
n nk n

a a a
 

   

               lim inf lim ,k n
n k n n

a a a
  

   

所以 lim n
n

a a


 。这就证明了充分性。□ 
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练习题 

 

练习 1. 设
na  ， 1,2,n  。设 

2 1lim ,n
n

a a


  

2lim ,n
n

a b


  

其中 , [ , ]a b   。证明：如果a b ，则 lim n
n

a a


 ， lim n
n

a b


 。 
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练习 2. 求数列{( 1) }n 的上极限和下极限，并由此证明数列{( 1) }n 不收敛。 
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练习 3. 设 ,n na b  ， 1,2,n  ,{ }na 有界，{ }nb 收敛。证明： 

(ⅰ) lim ( ) lim limn n n n
nn n

a b a b
 

   ； 

(ⅱ) lim ( ) lim limn n n n
n n n

a b a b
  

   。 

  



数列的极限 

练习 4. 设 ,n na b  ， 1,2,n  。设{ }na 有界， 0nb  ， 1,2,n  ， { }nb 收敛。

证明： 

(ⅰ) lim ( ) lim limn n n n
nn n

a b a b
 

 ； 

(ⅱ) lim ( ) lim limn n n n
n n n

a b a b
  

 。 
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练习 5. 设 ,n na b  ， 1,2,n  ,{ },{ }n na b 有界。证明： 

(ⅰ) lim lim lim ( ) lim limn n n n n n
nn n n n

a b a b a b
   

     ； 

(ⅱ) lim lim lim ( ) lim limn n n n n n
n n n nn

a b a b a b
   

     。 
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第 9讲 函数的极限

1.聚点和孤立点

定义 1.设 A ， A  。设 0x 。如果对于任意 0  ，

 0 0 0( , ) \ { } ,A x x x    ∩

称 0x 是 A的聚点。

Remarks.设 A ， A 。

(ⅰ) A不一定有聚点；

(ⅱ)如果 A有聚点， A的聚点不一定属于 A；

(ⅲ)如果 0x 是 A的聚点，则对于任意的 0  ，  0 0 0( , ) \ { }A x x x  ∩ 为无限集。

例 1.设 ,a b，a b ， ( , )A a b 。设 [ , ]x a b ，则 x是 A的聚点。
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定义 2. 设 A ， A 。设 0x A 。如果存在 0  ，使得

0 0 0( , ) { },A x x x   ∩

称 0x 是 A的孤立点。

Remarks.设 A ， A 。

(ⅰ) A的孤立点是 A中的点；

(ⅱ)设 0x A 。则 0x 要么是 A的聚点，要么是 A的孤立点。

例 2.设 [0,1] {2}A   ，则 2 是 A的孤立点。
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我们可以用数列的极限刻画聚点。

命题 1.设 A ， A   。设 0x  。则 0x 是 A的聚点当且仅当存在 0\ { }nx A x ，

1,2,n  ，使得 0nx x 。
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证明：

“”：设 0\ { }nx A x ， 1,2,n  ， 0nx x 。设 0  。因为 0nx x ，存在 *N  ，

使得 0| |Nx x   ，又因为 0\ { }Nx A x ，所以  0 0 0( , ) \ { }Nx A x x x   ∩ ，因此

 0 0 0( , ) \ { } .A x x x    ∩

这就证明了 0x 是 A的聚点。

“”：设 0x 是 A的聚点。则对于任意的 *n ，

 0 0 0( 1 / , 1 / ) \ { } .A x n x n x   ∩

设

 0 0 0( 1 / , 1 / ) \ { } ,     1,2, ,nx A x n x n x n   ∩ 

则 0\ { }nx A x ， 1,2,n  ，并且

0 01 / 1 / ,     1,2, ,nx n x x n n      

因此由夹逼定理， 0nx x 。□
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2.函数的极限的定义

定义3.设 :f A  ， 0x 是 A的聚点，a。如果对于任意的 0  ，存在 0  ，

使得

0| ( ) | ,         ,0 | | ,f x a x A x x       

称a是 f 在 0x 点的极限。

Remarks.

(ⅰ)我们注意， f 在 0x 点不一定有定义，即使 f 在 0x 点有定义，a是否是 f 在 0x 点的极限

也与 f 在 0x 点的函数值没关系。我们之所以这样定义 f 在 0x 点的极限，是因为我们希望考

察当自变量 x趋于 0x 时，函数值 ( )f x 的变化趋势。

(ⅱ)在定义 3中， | ( ) |f x a 表示函数值 ( )f x 与 a的误差。a是 f 在 0x 点的极限意味着：

当自变量 x趋于 0x 并且不等于 0x 时，函数值 ( )f x 与a越来越接近，而且要多接近有多接近。
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下面考虑函数极限的存在性和唯一性。

设 :f A  ， 0x 是 A的聚点。如果存在a，使得 a是 f 在 0x 点的极限，我

们称 f 在 0x 点有极限，否则称 f 在 0x 点没有极限。f 在 0x 点不一定有极限；如果 f 在 0x 点

有极限，极限必唯一。
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例 3.设

( )f x x ， (0, )x 

其中 0  ，则0是 f 在 0x  点的极限。
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证明：设 0  。令 1/  ，则

| ( ) 0 | ,    (0, ),f x x x      

因此0是 f 在 0x  点的极限。□
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例 4.设 :H  ，

1,     0,
( )

0,    0.
x

H x
x


  

我们称H 为Heaviside 函数。H 在0点没有极限。
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证明：反证法。假设a是H 在0点的极限。由定义存在 0  ，使得

1| ( ) | ,     0 | | ,
3

H x a x     

则

1| ( / 2) | |1 | ,
3

H a a    

1| ( / 2) | | | ,
3

H a a   

矛盾，因此假设不成立，所以H 在0点没有极限。□



函数的极限

11

[选取日期]

命题 2. 设 :f A  ， 0x 是 A的聚点， ,a b。如果 ,a b都是 f 在 0x 点的极

限，则a b 。
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证明：由定义，存在 1 2, 0   ，使得

0 1| ( ) | ,         ,0 | | ,f x a x A x x       

0 2| ( ) | ,         ,0 | | .f x b x A x x       

令 1 2min{ , }   。因为 0x 是 A的聚点，所以  0 0 0( , ) \ { }A x x x    ∩ 。设

 1 0 0 0( , ) \ { }x A x x x   ∩ ，则

1 1| | | ( ) | | ( ) | 2 .a b f x a f x b      

这样我们得到

| | 2 ,      0,a b     

因此a b 。□
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设 :f A  ， 0x 是 A的聚点。如果 f 在 0x 点有极限，我们用
0

lim ( )
x x

f x


表示 f

在 0x 点的极限；如果
0

lim ( )
x x

a f x


 ，我们也记

( ) ,f x a 当 0x x 时。
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下面给出函数极限的两个常用的等价定义。

命题 3. 设 :f A  ， 0x 是 A的聚点，a。设 0C  。下列叙述是等价的：

(ⅰ)a是 f 在 0x 点的极限;

(ⅱ)对于任意的 0  ，存在 0  ，使得

0| ( ) | ,         ,0 | | .f x a C x A x x       

证明：练习。□
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命题 4. 设 :f A  ， 0x 是 A的聚点，a。设 0 0  。下列叙述是等价的：

(ⅰ)a是 f 在 0x 点的极限;

(ⅱ)对于任意的 0  ，存在 00    ，使得

0| ( ) | ,         ,0 | | .f x a x A x x       

证明：练习。□
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f 在 0x 点的极限仅与 f 在 0x 点的邻域内的函数值有关，严格地说，我们有如下结论。

命题 5.设 :f A  ， 0x 是 A的聚点，a。设 0 0  。定义 :g B   ，

其中

0 0 0 0( , ),B A x x   ∩

( ) ( ),     ,g x f x x B 

则 0x 是B的聚点，并且
0

lim ( )
x x

a f x


 当且仅当
0

lim ( )
x x

a g x


 。

Remark。我们又称 g为 f 在 B上的限制，记为 |Bg f 。



函数的极限

17

[选取日期]

命题 5的证明：设 0  。令 0min{ , }    ，则

   0 0 0 0 0 0( , ) \ { } ( , ) \ { } ,B x x x A x x x            ∩ ∩

又因为

   0 0 0 0 0 0( , ) \ { } ( , ) \ { } ,B x x x B x x x        ∩ ∩

所以

 0 0 0( , ) \ { } ,B x x x    ∩

因此 0x 是 B的聚点。由命题 4，

0

lim ( )
x x

a f x




00,   0 ,          使得

 0 0 0| ( ) | ,   ( , ) \ { }f x a x A x x x       ∩

00,   0 ,          使得

 0 0 0| ( ) | ,   ( , ) \ { }g x a x B x x x       ∩

0

lim ( ).
x x

a f x


  □
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3.Heine 归结原理

我们可以用数列的极限刻画函数的极限。

命题 6.设 :f A  ， 0x 是 A的聚点，a，
0

lim ( )
x x

a f x


 。如果 0\ { }nx A x ，

1,2,n  ， 0nx x ，则 ( )nf x a 。

Remark.由命题 6，我们可以利用函数的极限求数列的极限。例如，设 0  ，则
0

lim 0
x

x


 ；

又因为
1 0
n
 ，所以

1 0
n

 。
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命题 6的证明：设 0  。因为
0

lim ( )
x x

a f x


 ，存在 0  ，使得

0| ( ) | ,         ,0 | | .f x a x A x x       

因为 0nx x ，存在 *N  ，使得

0| | ,             ,nx x n N   

则当 n N 时， nx A ， 00 | |nx x    ，因此

| ( ) | ,         .nf x a n N   

这就证明了 ( )nf x a 。□
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命题 7.(Heine 归结原理)

设 :f A  ， 0x 是 A的聚点。下列叙述是等价的：

(ⅰ) f 在 0x 点有极限；

(ⅱ)如果 0\ { }nx A x ， 1,2,n  ， 0nx x ，则{ ( )}nf x 收敛。

Remark.Heine 归结原理告诉我们，如果对于任意的趋于 0x 且不等于 0x 的点列{ }nx ，{ ( )}nf x

都收敛，则 f 在 0x 点有极限。我们注意，在(ⅱ)中，我们并没有假设对于不同的点列{ }nx ，

{ ( )}nf x 有相同的极限。
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命题 7的证明：

(ⅰ) (ⅱ)：由命题 6可得。

(ⅱ) (ⅰ)因为 0x 是 A的聚点，存在 0\ { }nx A x ， 1,2,n  ，使得 0nx x 。由(ⅱ)，

{ ( )}nf x 收敛。设 ( )nf x a 。下面证明
0

lim ( )
x x

a f x


 。

反证法。假设 a不是 f 在 0x 点的极限。则存在 0  ，使得对于任意的 0  ，存在 x A ，

00 | |x x    ，使得 | ( ) |f x a   。特别的，对于任意 *n ，存在 ny A ，

00 | | 1 /ny x n   ，使得 | ( ) |nf y a   。这样，我们得到 0\ { }ny A x ， 1,2,n  ，

0ny x 。由(ⅱ)，{ ( )}nf y 收敛。设 ( )nf y b 。因为

| ( ) | ,     1,2, ,nf y a n    

所以b a 。

定义

2 1 2,     ,     1,2, .n n n nz x z y n    

则 0\ { }nz A x ， 1,2,n  。因为 2 1 0nz x  ， 2 0nz x ，所以 0nz x ；因为 2 1( )nf z a  ，

2( )nf z b ，并且a b ，所以{ ( )}nf z 不收敛，这与(ⅱ)矛盾，因此假设不成立，所以必

有
0

lim ( )
x x

a f x


 。□
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由命题 6，命题 7立马可得如下推论。

推论 8. 设 :f A  ， 0x 是 A的聚点，a。如果对于任意的 0\ { }nx A x ，

1,2,n  ， 0nx x ，都有 ( )nf x a ，则
0

lim ( )
x x

a f x


 。
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证明：由命题7，f 在 0x 点有极限。设
0

lim ( )
x x

b f x


 。因为 0x 是 A的聚点，存在 0\ { }nx A x ，

1,2,n  ，使得 0nx x 。由假设， ( )nf x a 。因为
0

lim ( )
x x

b f x


 ，由命题 6， ( )nf x b ，

所以a b ，即
0

lim ( )
x x

a f x


 。□
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4.函数的极限的性质

定义 4.设 :f A ， B A ，B 。如果存在 0M  ，使得

| ( ) | ,     ,f x M x B  

称 f 在 B上有界。



函数的极限

25

[选取日期]

命题 9.(局部有界性)

设 :f A  ， 0x 是 A的聚点。如果 f 在 0x 点有极限，则存在 0  ，使得 f 在

0 0( , )A x x  ∩ 上有界。
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证明：记
0

lim ( )
x x

a f x


 。则存在 0  ，使得

 0 0 0| ( ) | 1,      ( , ) \ { } ,f x a x A x x x      ∩

则

 0 0 0| ( ) | | | 1,     ( , ) \ { } .f x a x A x x x      ∩

令

0

0 0

| | 1,                    ,
| | | ( ) | 1,    ,
a x A

M
a f x x A

 
    

则

0 0| ( ) | ,     ( , ).f x M x A x x     ∩

这就证明了 f 在 0 0( , )A x x  ∩ 上有界。□
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命题 10. 设 :f A  ， 0x 是 A的聚点， ,a b，
0

lim ( )
x x

a f x


 。

(ⅰ)如果a b ，则存在 0  ，使得

0( ) ,    ,0 | | ;f x b x A x x      

(ⅱ)如果a b ，则存在 0  ，使得

0( ) ,    ,0 | | ;f x b x A x x      

(ⅲ)如果 0a  ，0 | |r a  ，则存在 0  ，使得

0| ( ) | ,    ,0 | | .f x r x A x x      
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证明：

(ⅰ)因为
0

lim ( )
x x

a f x


 ，存在 0  ，使得

0| ( ) | ,    ,0 | | ,
2

b af x a x A x x 
      

则

0( ) ,    ,0 | | .f x b x A x x      

(ⅱ)因为
0

lim ( )
x x

a f x


 ，存在 0  ，使得

0| ( ) | ,    ,0 | | ,
2

a bf x a x A x x 
      

则

0( ) ,    ,0 | | .f x b x A x x      

(ⅲ) 因为
0

lim ( )
x x

a f x


 ，存在 0  ，使得

0| ( ) | | | ,    ,0 | | ,f x a a r x A x x        

则

0| ( ) | ,    ,0 | | .f x r x A x x       □
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命题 11.(夹逼定理)

设 , , :f g h A  ， 0x 是 A的聚点，a，
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

a f x h x
 

  。如果存

在 0 0  ，使得

0( ) ( ) ( ),     ,0 | | ,f x g x h x x A x      

则
0

lim ( )
x x

a g x


 。
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证明：设 0  。因为
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

a f x h x
 

  ，存在 1 2, 0   ，使得

0 1| ( ) | ,    ,0 | | ,f x a x A x x       

0 2| ( ) | ,    ,0 | | .h x a x A x x       

令 0 1 2min{ , , }    ，则

0| ( ) | ,    ,0 | | ,g x a x A x x       

因此
0

lim ( )
x x

a g x


 。□
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命题 12.(不等式取极限)

设 , :f g A  ， 0x 是 A的聚点， ,a b，
0

lim ( )
x x

a f x


 ，
0

lim ( )
x x

b g x


 。如

果存在 0 0  ，使得

0( ) ( ),     ,0 | | ,f x g x x A x     

则a b 。

Remark.在命题 12 中，我们要注意，如果存在 0 0  ，使得

0( ) ( ),     ,0 | | ,f x g x x A x     

我们也只能得到a b ，严格的不等式a b 不一定成立。例如，设

( ) ,     0,f x x x 

( ) 2 ,     0,g x x x 

则

( ) ( ),     0,f x g x x  

但是
0 0

lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x g x
 

  。
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命题 12 的证明：设 0  。则存在 1 2, 0   ，使得

0 1| ( ) | ,    ,0 | | ,f x a x A x x       

0 2| ( ) | ,    ,0 | | .g x b x A x x       

令 0 1 2min{ , , }    。因为 0x 是 A的聚点，所以  0 0 0( , ) \ { }A x x x    ∩ 。设

 1 0 0 0( , ) \ { }x A x x x   ∩ ，则

1 2 1 2( ) ( ) ( ( )) ( ( )) 2 .a b f x f x a f x b f x        

这样我们就证明了

2 ,    0,a b     

因此 0a b  ，即a b 。□
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下面是一个常用的推论。

推论 13. (不等式取极限)

设 :f A  ， 0x 是 A的聚点， ,a b，
0

lim ( )
x x

a f x


 。

(ⅰ)如果存在 0 0  ，使得

0 0( ) ,     ,0 | | ,f x b x A x x      

则a b ；

(ⅱ)如果存在 0 0  ，使得

0 0( ) ,     ,0 | | ,f x b x A x x      

则a b 。
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命题 14.(四则运算)

设 , :f g A  ， 0x 是 A的聚点， ,a b，
0

lim ( )
x x

a f x


 ，
0

lim ( )
x x

b g x


 。设

,  。则

(ⅰ)  
0

lim ( ) ( ) ;
x x

f x g x a b   


  

(ⅱ)  
0

lim ( ) ( ) ;
x x

f x g x ab




(ⅲ)如果

0,     ( ) 0,     ,b g x x A   

则
0

( )lim
( )x x

f x a
g x b

 。
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证明：

(ⅰ)方法 1. 设 0  。则存在 1 2, 0   ，使得

0 1| ( ) | ,    ,0 | | ,f x a x A x x       

0 2| ( ) | ,    ,0 | | .g x b x A x x       

令 1 2min{ , }   ，则当 x A ， 00 | |x x    时，

 | ( ) ( ) ( ) | | || ( ) | | || ( ) |f x g x a b f x a g x b           

(| | | | 1) .    

这就证明了  
0

lim ( ) ( )
x x

f x g x a b   


   。

方法 2.设 0\ { }nx A x ， 1,2,n  ， 0nx x ，则 ( )nf x a ， ( )ng x b ，因此由数列

极 限 的 四 则 运 算 ( ) ( )n nf x g x a b      ， 所 以 ， 由 Heine 归 结 原 理 ，

 
0

lim ( ) ( )
x x

f x g x a b   


   。

(ⅱ)，(ⅲ)可类似证明。□
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5.Cauchy 收敛原理

下面给出函数极限的 Cauchy 收敛原理。

定理 15.设 :f A  ， 0x 是 A的聚点。则 f 在 0x 点有极限当且仅当：对于任意

的 0  ，存在 0  ，使得

 0 0 0| ( ) ( ) | ,    , ( , ) \ { } .f x f y x y A x x x       ∩
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证明：必要性是显然的。下面证明充分性。设 0\ { }nx A x ， 1,2,n  ， 0nx x 。下面

证明{ ( )}nf x 是 Cauchy 列。设 0  。则存在 0  ，使得

 0 0 0| ( ) ( ) | ,    , ( , ) \ { } .f x f y x y A x x x       ∩

因为 0nx x ，存在 *N  ，使得

0| | ,     .nx x n N   

则当 n N 时，  0 0 0( , ) \ { }nx A x x x   ∩ ，因此

| ( ) ( ) | ,    , ,n mf x f x n m N   

这就证明了{ ( )}nf x 是 Cauchy 列。由数列极限的 Cauchy 收敛原理，{ ( )}nf x 收敛。因此，

由Heine 归结原理， f 在 0x 点有极限。□
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6.函数在无穷远点的极限

下面我们定义函数在正无穷远点的极限。

定义 5.设 :f A  ，其中 A满足：对于任意M ， ( , )A M   ∩ 。设a。

如果对于任意的 0  ，存在M ，使得

| ( ) | ,    , ,f x a x A x M    

我们称a是 f 在正无穷远点的极限。

Remark.我们也称 ( , )M  为正无穷远点的邻域。
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如果存在a，使得 a是 f 在正无穷远点的极限，我们称 f 在正无穷远点有极限。下面

考查 f 在正无穷远点极限的存在唯一性。 f 在正无穷远点不一定有极限；如果 f 在正无穷

远点有极限，极限必唯一。

例 5.设 0  ，
1( )f x
x

 ， (0, )x  。则0是 f 在正无穷远点的极限。
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证明：设 0  。令 1/1 /M  ，则

1| ( ) 0 | ,    ,f x x M
x

    

这就证明了0是 f 在正无穷远点的极限。□
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例 6.设 ( ) cosf x x ， x。 f 在正无穷远点无极限。



函数的极限

42

[选取日期]

证明：反证法。假设a是 f 在正无穷远点的极限，则存在M ，使得

| ( ) | 1 / 2,     .f x a x M   

设 [| |] 1N M  ，则

2 | (2 ) ((2 1) ) | | (2 ) | | ((2 1) ) | 1,f N f N f N a f N a           

矛盾。因此假设不成立，所以 f 在正无穷远点无极限。□

如果 f 在正无穷远点有极限，极限必唯一。
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命题 16. 设 :f A  ，其中 A满足：对于任意 M ， ( , )A M   ∩ 。设

,a b都是 f 在正无穷远点的极限，则a b 。
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证明：设 0  ，则存在 1 2,M M ，使得

1| ( ) | ,    ,f x a x M   

2| ( ) | ,    .f x b x M   

令 1 2max{ , }M M M ，则 ( , )A M   ∩ 。设 1 ( , )x A M ∩ ，则

1 1| | | ( ) | | ( ) | 2 .a b a f x b f x      

这样我们就证明了

| | 2 ,     0.a b     

因此 0a b  ，即a b 。□
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设 :f A  ，其中 A满足：对于任意M ， ( , )A M   ∩ 。如果 f 在正无

穷远点有极限，我们用 lim ( )
x

f x


表示 f 在正无穷远点的极限；如果 lim ( )
x

f x a


 ，我们

也称当 x趋于正无穷时， ( )f x 趋于a，记为

( ) ,f x a 当 x 时。
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类似地，我们可以定义函数在负无穷远点的极限。

定义 6.设 :f A  ，其中 A满足：对于任意m， ( , )A m  ∩ 。设a。

如果对于任意的 0  ，存在m，使得

| ( ) | ,    , ,f x a x A x m    

我们称a是 f 在负无穷远点的极限。

Remark.我们也称 ( , )m 为负无穷远点的邻域。
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如果存在a，使得 a是 f 在负无穷远点的极限，我们称 f 在负无穷远点有极限。下面

考查 f 在负无穷远点极限的存在唯一性。 f 在负无穷远点不一定有极限；如果 f 在负无穷

远点有极限，极限必唯一。

例 7.设 ( ) xf x e ， x，则0是 f 在负无穷远点的极限。
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证明：设 0  。令 lnm  ，则

| ( ) 0 | ,    ,xf x e x m    

这就证明了0是 f 在负无穷远点的极限。□
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例 8. 设 ( ) cosf x x ， x。则 f 在负无穷远点无极限。
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证明：反证法。假设a是 f 在负无穷远点的极限。设 0  ，则存在m，使得

| ( ) | ,     .f x a x m   

令M m  ，则当 x M 时， x m  ，因此

| ( ) | | ( ) | ,f x a f x a     

所以a是 f 在正无穷远点的极限，这与 f 在正无穷远点无极限矛盾，因此假设不成立，所

以 f 在负无穷远点无极限。□



函数的极限

51

[选取日期]

命题 17. 设 :f A  ，其中 A满足：对于任意m， ( , )A m  ∩ 。如果

,a b都是 f 在负无穷远点的极限，则a b 。

证明：练习。□



函数的极限

52

[选取日期]

设 :f A  ，其中 A满足：对于任意m， ( , )A m  ∩ 。如果 f 在负无穷

远点有极限，我们用 lim ( )
x

f x


表示 f 在负无穷远点的极限；如果 lim ( )
x

f x a


 ，我们也

称当 x趋于负无穷时， ( )f x 趋于a，记为

( ) ,f x a 当 x 时。
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正无穷远点的极限和负无穷远点的极限可以互相转换。

命题 18. 设 :f A  ，其中 A满足：对于任意m， ( , )A m  ∩ 。定义

:g A  ，其中

{ ; },A x x A   

( ) ( ),    .g x f x x A  

设a。则

(ⅰ)对于任意M ， ( ) ( , )A M   ∩ ；

(ⅱ) lim ( )
x

f x a


 当且仅当 lim ( )
x

g x a


 。

证明：练习。□
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命题 3~ 15 可以毫无困难的推广到函数在无穷远点的极限，在这里我们不再赘述。
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7.函数趋于无穷大

类似于数列趋于无穷大，我们也可以定义一个函数趋于无穷大。

定义 7. 设 :f A  ， 0x 是 A的聚点。如果对于任意的 0M  ，存在 0  ，

使得

0( ) ,    ,0 | | ,f x M x A x x      

我们称当 x趋于 0x 时， ( )f x 趋于正无穷，记为
0

lim ( )
x x

f x


 。

定义 8. 设 :f A  ， 0x 是 A的聚点。如果对于任意的 0m  ，存在 0  ，使

得

0( ) ,    ,0 | | ,f x m x A x x      

我们称当 x趋于 0x 时， ( )f x 趋于负无穷，记为
0

lim ( )
x x

f x


 。

Remark.如果当 x趋于 0x 时， ( )f x 趋于正无穷或负无穷，则 f 在 0x 点的任意邻域内无界，

因此 f 在 0x 点无极限。
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例 9.设 0  ，
1( )f x
x

 ， (0, )x  。则
0

lim ( )
x

f x


 。
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证明：设 0M  。因为
0

1lim 0
( )x f x

 ，存在 0  ，使得

1 1 ,    0 ,
( )

x
f x M

   

则

( ) ,    0 ,f x M x    

这就证明了
0

lim ( )
x

f x


 。□
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我们也可以定义一个函数在无穷远点趋于无穷大。

定义 9.设 :f A  ，其中 A满足：对于任意M ， ( , )A M   ∩ 。如果对于

任意 1 0M  ，存在 2M ，使得

1 2( ) ,    , ,f x M x A x M   

我们称当 x趋于正无穷时， ( )f x 趋于正无穷，记为 lim ( )
x

f x


 。

定义 10.设 :f A  ，其中 A满足：对于任意M ， ( , )A M   ∩ 。如果对

于任意 0m  ，存在M ，使得

( ) ,    , ,f x m x A x M   

我们称当 x趋于正无穷时， ( )f x 趋于负无穷，记为 lim ( )
x

f x


 。

Remark.如果 f 在正无穷远点趋于正无穷或负无穷，则 f 在正无穷远点的任何邻域内无界，

所以 f 在正无穷远点无极限。
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例 10.设 0  ， ( )f x x ， (0, )x  。则 lim ( )
x

f x


 。
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证明：设 1 0M  。令 1/
2 1M M  。则

1 2( ) ,    .f x M x M  

这就证明了 lim ( )
x

f x


 。□
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我们可以类似的定义一个函数在负无穷远点趋于正无穷或负无穷。

定义 11.设 :f A  ，其中 A满足：对于任意m， ( , )A m  ∩ 。如果对于

任意 0M  ，存在m，使得

( ) ,    , ,f x M x A x m   

我们称当 x趋于负无穷时， ( )f x 趋于正无穷，记为 lim ( )
x

f x


 。

定义 12.设 :f A  ，其中 A满足：对于任意m， ( , )A m  ∩ 。如果对于

任意 1 0m  ，存在 2m ，使得

1 2( ) ,    , ,f x m x A x m   

我们称当 x趋于负无穷时， ( )f x 趋于负无穷，记为 lim ( )
x

f x


 。

Remark.同样，如果 f 在负无穷远点趋于正无穷或负无穷，则 f 在负无穷远点的任何邻域内

无界，所以 f 在负无穷远点无极限。
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