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2025.1.7

1 填空题 (4× 10 = 40)

1 设 α ∈ (0, π
2
)，求 sin3 α

cosα + cos3 α
sinα

的最小值.

2 设 x, y, z 均为正数，且 x+ y + z = 1，求 f(x, y, z) = xy2z3 的最大值.

3 sinα + sin β = 1
4
, tan(α + β) = 24

7
，求 cosα + cos β.

4 求值：9 tan 10◦ + 2 tan 20◦ + 4 tan 40◦ − tan 80◦.

5 设 X = {1, 2, 3, 4}，若 H = {(x, y)|x−y
2

∈ Z, x, y ∈ X}，
S = {(x, y)|x−y

3
∈ Z+, x, y ∈ X}，求 H ∩ S.

6 设 f，g，g ◦ f 为映射，判断真假：“若 f，g 均为满射，则 g ◦ f 为满射”.

7 f(x) 是 R 上以 3 为周期的奇函数，且 f(2) = 0，求 f(x) 在 (−6, 6) 内零点
个数的最小值.

8 f(x) = 1
2x+

√
2
，则求 f(−5) + f(−4) + ...+ f(0) + f(1) + ...+ f(6).

9 设 a, b, c 均为正数，且 a+ b+ c = 1，求 a1−ab1−bc1−c 的最大值.

10 实数 a, b, c, d 满足：a+ b+ c+ d = 3, a2 + 2b2 + 3c2 + 6d2 = 5，求 a 的取
值范围.

2 解答题 (12× 5 = 60)

11 设集合 A 是 R 的非空子集，f, g : A → R 有界. 记 h : A → R，
h(x) = min{f(x), g(x)}. 证明：h 有界，且 infh = min{inf f, inf g}.

12 (1) 设 x ∈ [−1, 1]，求 arcsinx+ arccosx.
(2) 设 f(x) = ex+e−x

2
, x ≥ 0，求 f 的值域及其反函数.
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13 求 f(x) = cos 4x+ 6 cos 3x+ 17 cos 2x+ 30 cosx 的最大值与最小值.

14 设 qi > 0, i = 1, 2, ..., n，q1 + q2 + ...+ qn = 1，ai > 0, i = 1, 2, ..., n. 记
a = (a1, ..., an)，对 r ≥ 0，定义

mr(a) =
{

(
∑n

i=1 qia
r
i )

1
r , r > 0

aq11 a
q2
2 ...a

qn
n , r = 0

证明：∀ 0 ≤ r ≤ s,mr(a) ≤ ms(a).

15 对于 f : R → R，若存在 L ∈ R，使得

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|, ∀ x, y ∈ R

则称 f Lipschitz 连续. 设集合 A 是 R 的非空子集，d : R → R，

d(x) = inf{|x− y| : y ∈ A}

求证 d Lipschitz 连续.
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