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前言

钱院学辅于本学期的第 5 至 14 周开展了每日一题活动，依托学辅平台，少学组于
同期为预科二同学开展了数学 I 的每日一题活动。在每日一题活动所出题目的基础上，
我们将这些题目按照章节编写，并添加了一些新的题目，形成了这本习题集。

本习题集包括一些经典的定理、结论，23 级少年班的作业题、期末考试和数试加试
等往年题，以及出题志愿者的原创题目。在题目的选取上，根据预科二数学教学、学习

和考试的实际情况，习题集突出了以下特点：

1. 注重证明：从近两届的教学内容和 23 级的考试题目来看，本门课程更侧重于考察
对基本定义、定理的理解和基本证明方法与技巧的掌握。习题集的选题也以证明

题为主。

2. 在难度上提出要求：23 级的考试题目相较以往难度较大，习题集的选题也在难度
上有一定的要求，以帮助同学们应对可能出现的较为困难的考试。

3. 拓展数学视野：在上课讲授的内容之外，我们也提供了一些补充内容并用“*”标
注。这些内容不仅可以锻炼同学们利用已有工具解决陌生问题的能力，同时可以

拓宽同学们的数学视野。

在使用习题集时，同学们也应当注意到：这本习题集不仅仅提供了数学 I 课程的练
习题目，同时也尝试通过题目介绍了一些深刻的结论、思想与方法。受活动形式所限，

习题集难以涵盖所有的知识点抑或考点，但其中的题目都体现了出题者对数学 I 课程学
习的独到体会，我们希望它能为同学们在某些方面带来别样的收获。

感谢所有为这份习题集的供题、排版、审核做出贡献的志愿者们。感谢陈老师、王

老师两位老师为习题集的编写提供帮助。感谢钱院学辅对每日一题活动的组织与运营。

祝愿同学们学有所成。

编者

2025 年 12 月
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第一章 导数及其应用

1.1 导数及其性质

题目 1.1.1. 设函数 f(x) = x+ ex.
(1) 证明 f 存在定义在 R 上的反函数 f−1.
(2) 求 (f−1)′(1) 和 (f−1)′′(1).

题目 1.1.2. 已知函数 f(x) 对任意的 x > 0，满足 f(x) < xf ′(x)，则下列

不等式成立的有：

A. 2f
(
1
2

)
< f(1) B. 2f

(
1
2

)
> f(1)

C. f
(
1
2

)
< 2f(1) D. f

(
1
2

)
> 2f(1)

1.2 导数在证明不等式中的应用

题目 1.2.1 (作业题). 设 n ∈ N+. 证明：
∑n

k=1
1√
k2+k

> ln(n+ 1).

题目 1.2.2 (Young 不等式). 设 a, b > 0 ；且 p, q > 1 ；满足 1
p +

1
q = 1;

则:
ab ≤ ap

p
+

bq

q

且等号成立时，当且仅当 ap = bq.
（试使用导数方法证明，体现导数的放缩技巧）

Hint：目前所学的导数都只关于一个变量. 对于多个变量的题目，我
们首先尝试固定其中一个. 此题 Young 不等式中，变量共有两个，即 a, b

因 ̇ 此，可以考虑构造关于 a 的函数，固定 b。即转化为证明对于所有

a > 0 ，都会有 f(a) ≥ 0，且等号成立当且仅当 ap = bq.

1
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1.3 解答

解答 1.1.1. (1) 由于 f ′(x) = 1 + ex > 0 对所有 x ∈ R 成立，故 f 在 R
上严格单调递增. 又因为

lim
x→−∞

f(x) = −∞, lim
x→+∞

f(x) = +∞,

所以 f 的值域为 R，因此 f 是从 R 到 R 的双射，从而存在反函数
f−1 : R → R.

(2) 由反函数求导公式，(f−1)′(y) =
1

f ′(f−1(y))
.

首先求 f−1(1)，即解方程 x+ ex = 1。观察得 x = 0 满足方程，且由

单调性知唯一，故 f−1(1) = 0. 于是

(f−1)′(1) =
1

f ′(0)
=

1

1 + e0 =
1

2
.

接下来求二阶导数. 对 (f−1)′(y) =
1

f ′(f−1(y))
两边关于 y 求导，得

(f−1)′′(y) = −f ′′(f−1(y)) · (f−1)′(y)

[f ′(f−1(y))]2
.

其中 f ′′(x) = ex。代入 y = 1，f−1(1) = 0，f ′(0) = 2，f ′′(0) = 1，(f−1)′(1) =
1

2
，故

(f−1)′′(1) = −
1 · 1

2

22
= −1

8
.

解答 1.1.2. 观察四个选项的结构，注意到可以构造函数 g(x) = f(x)
x . 则有

g′(x) = xf ′(x)−f(x)
x2 . ∵ f(x) < xf ′(x)，∴ g′(x) > 0，故 g(x) 在 x ∈ (0,+∞)

上单调递增.
故选项 A 正确.

解答 1.2.1. 我们先证 ∀k ∈ N+, 1√
k2+k

> ln(1 + 1
k)，然后将其对 k 求和即

可得到原命题.
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设 f(x) = x√
1+x

− ln(1 + x). 求导函数并整理得

f ′(x) =
1

(1 + x)
3
2

(1 +
1

2
x−

√
1 + x)

当 x > 0 时，由于

1 +
1

2
x−

√
1 + x =

1
4x

2

1 + 1
2x+

√
1 + x

> 0

于是此时 f ′(x) > 0. 故而对任意 x > 0，f(x) > f(0) = 0.
因此，∀k ∈ N+，有

1√
k2 + k

− ln(1 + 1

k
) = f(

1

k
) > 0

这就是说，∀k ∈ N+, 1√
k2+k

> ln(1 + 1
k). 于是

n∑
k=1

1√
k2 + k

>

n∑
k=1

ln(1 + 1

k
) = ln(n+ 1)

解答 1.2.2. 考虑函数 f(a) = ap

p + bq

q − ab ，其中 b > 0 固定. 即证：
∀a > 0, f(a) ≥ 0；且等号成立当且仅当 ap = bq.

首先，计算 f(a) 的一阶导函数:

f ′(a) =
d

da
(
ap

p
+

bq

q
− ab) = ap−1 − b

容易看出，导函数为 0 的情况下 a, b 存在关系：f ′(a) = 0 ⇐⇒ ap−1 = b.
代入参数 p, q 的关系，即 1

p +
1
q = 1；有 q = p

p−1。因此，代入后：

ap−1 = b ⇐⇒ ap = b
p

p−1 = bq

即临界点处，满足 ap = bq.
接下来，计算二阶导数来证明临界点是极小值点（也可以通过其他方

法）：

f ′′(a) =
d

da
(ap−1 − b) = (p− 1)ap−2 > 0
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这是显然的，因为题设中 p > 1 和 a > 0. 于是得到 f 是关于 a 的凸函

数，且临界点 ap = bq 为全局最小值点. 我们把该点记作 a0. 接下来计算
a0 的函数值，希望能得到想要的结果.

现在计算 f(a0)：

f(a0) =
(b

1
p−1 )

p

p
+

bq

q
− b

1
p−1 · b =

b
p

p−1

p
+

bq

q
− b

p
p−1

由于 q = p
p−1，因此 b

p
p−1 = bq. 整理后可得：

f(a0) =
bq

p
+

bq

q
− bq = bq · (1

p
+

1

q
− 1) = 0

这是因为原始题设 1
p +

1
q = 1.

整理我们所做的事情：1. 证明了 f(a) 存在临界点，且求出临界点的

关系；2. 证明了刚才求得的临界值点是全局的最小值点；3. 通过计算证
明了，最小值点的函数值为 0，也就是说函数在定义域内恒不小于 0. 唯
一能取到 0 的点即最小值点，等价于 Young 不等式的取等条件.

因此，∀a > 0, f(a) ≥ 0，且等号成立当且仅当 a = a0 即 ap = bq. 即
成功证明了 Young Inequality.



第二章 不等式

2.1 一些经典的不等式

题目 2.1.1 (Schur 不等式). (1) 证明：

a3 + b3 + c3 + 3abc ≥ a2b+ a2c+ b2a+ b2c+ c2a+ c2b

(2) 证明: 对于所有非负实数 a, b, c 和正实数 r，有：

ar(a− b)(a− c) + br(b− a)(b− c) + cr(c− a)(c− b) ≥ 0

题目 2.1.2 (权方和不等式). 对于正实数 ai > 0，bi > 0（其中 i = 1，2，
⋯，n）和正整数 m，试证明：

n∑
i=1

am+1
i

bmi
≥ (
∑n

i=1 ai)
m+1

(
∑n

i=1 bi)
m

题目 2.1.3 (排序不等式). 对于两个实数数列 {ai}，{bi}，设 a1 > a2 >

... > an，b1 > b2 > ... > bn，则有：
n∑

i=1

aibi ≥
n∑

i=1

aibji ≥
n∑

i=1

aibn−i

其中 j1, j2, ..., jn 是 1, 2, ..., n 的一个排列.

题目 2.1.4 (Chebyshev 不等式). 对于两个实数数列 {ai}，{bi}，设 a1 >

a2 > ... > an，b1 > b2 > ... > bn. 试证明：

n

(
n∑

i=1

aibi

)
≥

(
n∑

i=1

ai

)(
n∑

i=1

bi

)
5
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2.2 不等式的证明

题目 2.2.1. 设正实数 a, b 满足 a+ b = 1，证明：
√

a2 + 1
a +
√

b2 + 1
b ≥ 3．

题目 2.2.2. 设整数 n ≥ 3，正实数 a2, a3, . . . , an 满足 a2a3 · · · an = 1. 证
明：

(1 + a2)
2(1 + a3)

3 · · · (1 + an)
n > nn

题目 2.2.3. 已知：A+B + C = π，求证：

x2 + y2 + z2 ≥ 2xy cosC + 2yz cosA+ 2zx cosB

题目 2.2.4. 设 a, b, c 均为正数，且 a+ b+ c = 1，求以下式子的最大值：

(1) （数学 I，P9）ab+c bc+a ca+b;
(2) (b+ c)a(c+ a)b(a+ b)c.

题目 2.2.5 (作业题). 证明：圆内接 n 边形中，正 n 边形面积最大.

题目 2.2.6. 求正整数 n 的最小值，使得：√
n− 2011

2012
−
√

n− 2012

2011
<

3

√
n− 2013

2011
− 3

√
n− 2011

2013

题目 2.2.7. 已知正实数 a,b,c,d 满足 a+ b+ c+ d = 4, 求证:

a2

b
+

b2

c
+

c2

d
+

d2

a
≥ 4 + (a− d)2

题目 2.2.8. 设 a, b, c > 0，证明不等式

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
≥ (a+ b+ c)2

2(ab+ bc+ ca)
.

并讨论等号情形.

题目 2.2.9. 已知：a > 0, b > 0, c > 0，且

m =
a+ 2b+ 5c

a+ b
+

8a+ 2b+ 5c

2b+ 3c
+

a+ 3b+ 3c

2c+ a

求解 m 的最小值.
（本题所用的技巧与期末考试的所用的类似，且难度也接近）
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题目 2.2.10. 设 a > 1 ；且 p, q ∈ Q ；满足 |p− q| < 1；则:

|ap − aq| ≤ aq(a− 1)|p− q|

且等号成立时，当且仅当 p = q.
（试使用多种方法证明；若想挑战自己，可以证明 p, q ∈ R 的情况得

到更强的结论）

（题目源自陈虎民老师于 23 级数学 II 中的思考，有改编）

题目 2.2.11 (数学 I，P14). 设 qi > 0, i = 1, 2, ..., n，q1+ q2+ ...+ qn = 1，

ai > 0, i = 1, 2, ..., n. 记 a = (a1, ..., an)，对 r ≥ 0，定义

mr(a) =
{

(
∑n

i=1 qia
r
i )

1
r , r > 0

aq11 a
q2
2 ...a

qn
n , r = 0

证明：∀ 0 ≤ r ≤ s,mr(a) ≤ ms(a).
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2.3 解答

解答 2.1.1. (1) 由轮换对称性，不妨令 a ≥ b ≥ c, 则有：

LHS = a(a− b)(a− c) + b(b− a)(b− c) + c(c− a)(c− b) ≥ 0

故原不等式成立.
(2) tips: 在第一问中，我们已经证得 r = 1 时，原不等式成立. 更进

一步地，当 r 取任意实数时，也应考虑类似的组合、配方法.
不妨令 x ≥ y ≥ z，配方得：

LHS = ar(a− b)2 + cr(b− c)2 + (ar + cr − br)(a− b)(b− c) ≥ 0

解答 2.1.2. 我们将不等式两边同时除以 (
∑n

i=1 ai)
m+1

(
∑n

i=1 bi)
m ，可以得到原式等价

于

n∑
i=1

[(ai/
∑n

i=1 ai)]
m+1

[(bi/
∑n

i=1 bi)]
m ≥ 1

令 Ai =
ai∑n
j=1 aj
，Bi =

bi∑n
j=1 bj
，→

∑n
i=1

Am+1
i

Bm
i

≥ 1.
有
∑n

i=1Ai = 1，
∑n

i=1Bi = 1，
Am+1

1

Bm
1
+B1+B1+⋯+B1（共m个B1）≥ (m+ 1) m+1

√
Am+1

1 = (m+ 1)A1，
Am+1

2

Bm
2
+B2+B2+⋯+B2（共m个B2）≥ (m+ 1) m+1

√
Am+1

2 = (m+ 1)A2，

⋯⋯
Am+1

n

Bm
n
+Bn+Bn+⋯+Bn（共m个Bn）≥ (m+ 1) m+1

√
Am+1

n = (m+ 1)An，

上式相加，可得
∑n

i=1
Am+1

i

Bm
i

+m
∑n

i=1Bi ≥ (m+ 1)
∑n

i=1Ai.
即
∑n

i=1
Am+1

i

Bm
i

≥ (m+ 1)−m = 1，证毕.

解答 2.1.3. 数学归纳法：
（i）对于 n = 1 时，不等式显然成立；

（ii）假设对于 n = k 时成立，故有
k∑

i=1

aibi ≥ a1bj1 + a2bj2 + ...+ akbjk
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那么，对于 n = k+1时，
k+1∑
i=1

aibi ≥ a1bj1+b2bj2+ ...+akbjk +ak+1bk+1.

将 bk+1 与第 m 项替换位置（m = 1�2�...k），易知：
ak+1bk+1 + ambjm ≥ ak+1bjm + ambk+1，可多形成 k + 1 次排列，

因此排列数由 Ak
k 变为 Ak+1

k+1，为全排列，包括了所有的乱序情况.

故，
k+1∑
i=1

aibi ≥ a1bj1 + a2bj2 + ...+ ak+1bjk+1
=

k+1∑
i=1

aibjk+1
，即顺序和大

于乱序和.
倒序和同理可证.

解答 2.1.4. 由 a1 > a2 > ... > an，b1 > b2 > ... > bn 以及排序不等式易

知，最大的和即为顺序和：a1b1 + a2b2 + ...+ anbn，于是有下式：

a1b1 + a2b2 + ...+ anbn = a1b1 + a2b2 + ...+ anbn

a1b1 + a2b2 + ...+ anbn ≥ a1b2 + a2b3 + ...+ anb1

a1b1 + a2b2 + ...+ anbn ≥ a1b3 + a2b4 + ...+ anb2

.........

a1b1 + a2b2 + ...+ anbn ≥ a1bn + a2b1 + ...+ anbn−1

将这 n 个不等式相加，同时对不等式右侧进行因式分解，整理可得：

n

(
n∑

i=1

aibi

)
≥

(
n∑

i=1

ai

)(
n∑

i=1

bi

)

解答 2.2.1. 由题设得 0 < a < 1, 0 < b < 1.
由均值不等式得

√
a2 + 1

a =
√

a2 − 4a+ 4a+ 1
a ≥

√
a2 − 4a+ 4 =

2− a．

同理，
√

b2 + 1
b ≥ 2− b ．

故
√

a2 + 1
a +

√
b2 + 1

b ≥ 2− a+ 2− b = 3.

解答 2.2.2. 由均值不等式：

(1 + ak)
k = (

1

k − 1
· (k − 1) + ak)

k ≥ kk · ak
(k − 1)k−1
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故有：

LHS ≥
∏(

kk

(k − 1)k−1

)
= nn

而容易验证无法同时对 n 次放缩取等，故原不等式成立.

解答 2.2.3. 法一：注意到

LHS −RHS = (x− y cosC − z cosB)2 + (y sinC − z sinB)2 ≥ 0

思路：

LHS −RHS = x2 + y2 + z2 − 2xy cosC − 2yz cosA− 2zx cosB

注意到：cosA = − cos (B + C) = − cosB cosC + sinB sinC，因此：

LHS −RHS

= x2 + y2 + z2 − 2xy cosC − 2zx cosB + 2yz cosB cosC − 2yz sinB sinC

= (x− y cosC − z cosB)2 + (y sinC − z sinB)2 ≥ 0

法二：主元法

LHS −RHS = x2 + y2 + z2 − 2xy cosC − 2yz cosA− 2zx cosB

令 f(x) = LHS −RHS，则

f(x) = x2 − (2y cosC + 2z cosB)x+ y2 + z2 − 2yz cosA

是开口向上的二次函数，其判别式：

∆ = (2y cosC + 2z cosB)2 − 4(y2 + z2 − 2yz cosA)

= 4y2 cosC + 4z2 cosB + 8yz cosB cosC − 4y2 − 4z2 + 8yzcosA

显然有：cosA = − cos (B + C) = − cosB cosC + sinB sinC，因此：

∆ = −(4y2 sin2C+4z2 sin2B−8yz sinC sinB) = −4(y sinC−z sinB)2 ≤ 0
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函数开口向上 + ∆ ≤ 0 ⇐⇒ f(x) ≥ 0 恒成立.
其他方法还请大家多多探索吧 ∼

解答 2.2.4. 关键的想法是，利用加权均值不等式处理指数，再通过进一
步的处理得到结果. 需要注意的是，在整个放缩过程中应保持取等条件的
一致.

(1) 为了使用加权均值不等式，我们希望指数相加为 1，且使用加权
均值不等式后的形式可以被进一步处理. 于是

ab+c bc+a ca+b = a1−ab1−bc1−c

= (abc)
1
3a

2
3−ab

2
3−bc

2
3−c

≤ a+ b+ c

3
· [(2

3
− a)a+ (

2

3
− b)b+ (

2

3
− c)c]

≤ a+ b+ c

3
· (1
9
+

1

9
+

1

9
)

=
1

9

其中最后一步放缩使用了基本不等式. 当且仅当 a = b = c = 1
3 时取到等

号.
(2) 作换元 x = b+ c, y = c+ a, z = a+ b. 于是

(b+ c)a(c+ a)b(a+ b)c = x1−xy1−yz1−z

≤ x(1− x) + y(1− y) + z(1− z)

= (x+ y + z)− (x2 + y2 + z2)

≤ 2− (x · 1 + y · 1 + z · 1)2

12 + 12 + 12

=
2

3

其中最后一步放缩使用了 Cauchy 不等式. 当且仅当 x = y = z = 2
3，即

a = b = c = 1
3 时取到等号.

解答 2.2.5. 将圆的圆心设为 O，半径设为 1. 则正 n 边形的面积为
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Sn =
n

2
· sin 2π

n
(n ≥ 3)

容易知道，Sn 随 n的增加单调增加. 考虑圆周上任意 n点 A1, A2, · · · , An

组成的 n 边形，记其面积为 S ′
n. 并记

θi := ∠AiOAi+1 (θ = 1, 2, ..., n, An+1 = A1)

若对于任意一条直径，总存在两个顶点在其两侧，则有：

θ1 + θ2 + · · ·+ θn−1 + θn = 2π

由于 sinx 在 [0, π] 上为上凸函数，由 Jensen 不等式：

S ′
n = S△A1OA2

+ S△A2OA3
+ · · ·+ S△An−1OAn

+ S△AnOA1

=
1

2
· (sin θ1 + sin θ2 + · · ·+ sin θn−1 + sin θn)

≤ n

2
· sin 2π

n

= Sn

否则，存在一条直径，使得该 n 个点均分布在直径上或其一侧，则

有：

θn = θ1 + θ2 + · · ·+ θn−1

进而可得：

S ′
n = S△A1OA2

+ S△A2OA3
+ · · ·+ S△An−1OAn

− S△A1OAn

=
1

2
· (sin θ1 + sin θ2 + · · ·+ sin θn−1 − sin θn)

由 Jensen 不等式：

S ′
n =

1

2
· (sin θ1 + sin θ2 + · · ·+ sin θn−1 − sin θn)

<
1

2
· (sin θ1 + sin θ2 + · · ·+ sin θn−1)

≤ n− 1

2
· sin θn

n− 1

≤ n− 1

2
· sin π

n− 1
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只需证 n−1
2 · sin π

n−1 ≤ n
2 · sin

2π
n (n ≥ 3). 当 n = 3 时代入得证. 当 n ≥ 4

时：
π

n− 1
≤ 2π

n
≤ π

2

从而有
n− 1

2
· sin π

n− 1
<

n

2
· sin π

n− 1
≤ n

2
· sin 2π

n

解答 2.2.6. 由于
n ≤ 4023 时，有 LHS ≥ 0 > RHS；

n = 4024 时，有 RHS = 0 > LHS.
故 n 的最小值为 4024.

解答 2.2.7. 鉴于不等式并不完全对称，这意味着应当进行局部放缩，那
么配方、应用均值不等式即是要考虑的手段.

LHS − 4 =
∑
cyc

(
a2

b
+ b− 2a) =

∑
cyc

(a− b)2

b
≥ (2a− 2d)2

4
= (a− d)2

解答 2.2.8. 将每一项写成平方的形式：

a

b+ c
=

a2

a(b+ c)
,

b

c+ a
=

b2

b(c+ a)
,

c

a+ b
=

c2

c(a+ b)
.

由 Cauchy 不等式，对正数 a(b+ c), b(c+ a), c(a+ b) 有

a2

a(b+ c)
+

b2

b(c+ a)
+

c2

c(a+ b)
≥ (a+ b+ c)2

a(b+ c) + b(c+ a) + c(a+ b)
.

而分母整理得

a(b+ c) + b(c+ a) + c(a+ b) = 2(ab+ bc+ ca).

因此
a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
≥ (a+ b+ c)2

2(ab+ bc+ ca)
.
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取等条件：

在上述 Cauchy不等式中取等号当且仅当向量
(

a√
a(b+c)

, b√
b(c+a)

, c√
c(a+b)

)
与向量

(√
a(b+ c),

√
b(c+ a),

√
c(a+ b)

)
成比例. 化简可得

a

a(b+ c)
=

b

b(c+ a)
=

c

c(a+ b)

即
1

b+ c
=

1

c+ a
=

1

a+ b
,

由此推出 a = b = c. 故等号当且仅当 a = b = c.

解答 2.2.9. 首先分离常数

m = 3 +
b+ 5c

a+ b
+

8a+ 2c

2b+ 3c
+

3b+ c

2c+ a

即求 3 之后的三个分式之和的最小值.
想到三换元法：令 x = a+ b, y = 2b+ 3c, z = 2c+ a，以此代换掉分

母

反解出 a, b, c：

a =
4x− 2y + 3z

7

b =
3x+ 2y − 3z

7

c =
−2x+ y + 2z

7

代入 m 中，则有：

m = 3 +
−x+ y + z

x
+

4x− 2y + 4z

y
+

x+ y − z

z

m = 3 + (
y

x
+

z

x
− 1) + (

4x

y
+

4z

y
− 2) + (

x

z
+

y

z
− 1)

m = −1 + (
y

x
+

4x

y
) + (

z

x
+

x

z
) + (

4z

y
+

y

z
)

m ≥ −1 + 2

√
y

x

4x

y
+ 2

√
z

x

x

z
+ 2

√
4z

y

y

z
= −1 + 4 + 2 + 4 = 9
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取到等号当且仅当 y
x = 4x

y ,
z
x = x

z ,
4z
y = y

z，即：

x = z =
1

2
y

刚好可以取到，带回 a, b, c 的表达式中可以成为取等条件. 因此得到 m

的最小值：9.

解答 2.2.10. 注意到，不等式左边可以改写：

|ap − aq| = aq|ap−q − 1|

问题转化为：

aq|ap−q − 1| ≤ aq(a− 1)|p− q| =⇒ |ap−q − 1| ≤ (a− 1)|p− q|

令 x = p− q，即证：

|ax − 1| ≤ (a− 1)|x|

接下来需要分情况讨论 x 的取值.
当 x = 0 时，显然等式左右都为 0，结论成立.
当 x = m

n ∈ (0, 1) 时，（假设 m,n > 0）有：

ax = (am)
1
n = (am·1n−m)

1
n ≤ am+ 1 · (n−m)

n
= (a−1)

m

n
+1 = (a−1)x+1

注意到这里使用均值不等式来化简，等号取到当且仅当 a = 1，显然

是取不到等号的. 因此得知，当 x ∈ (0, 1) 时，有 ax − 1 < (a− 1)x. 结论
成立

当 x ∈ (−1, 0) 时，则令 s = −x，等价于证明：

1− a−s ≤ (a− 1)s

注意到这里可以使用 Bernoulli inequality：对于 u ∈ (0, 1], s ∈ [0, 1]

有：

us ≥ 1 + s(u− 1)
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此时代入 u = a−1 是符合条件的，因此即有：

a−s ≥ 1 + s(a−1 − 1) = 1− s(1− 1

a
)

因此，此时有：

1− a−s ≤ s(1− 1

a
) = s

a− 1

a
< s(a− 1)

这里由于 a > 1，因此右边的小于等于号自然地变成了小于号，这也是我

们乐意看到的.
综上所述，当 x ∈ (−1, 1)，

|ax − 1| ≤ (a− 1)|x|

即原命题得证.

该命题在实数域上的情形：

Hint：想要证明该命题在实数域的成立，这里提供一个方法. 构建函
数 f(x) = |ax − 1|，它是一个在 (−1, 0) 内凹，在 (0, 1) 内凸的函数. 因此
可以考虑在 0 之前，f(x) 在 0 处的切线方程（注意可能需要二次放缩），

以及在 0 之后，f(x) 的一段弦方程（连接着 (0, f(0)), (1, f(1))). 这个方
法计算量较小，自认为是较为优美的方法了.

题目即为：设 a > 1 ；且 p, q ∈ R ；满足 |p− q| < 1；则：|ap− aq| ≤
aq(a− 1)|p− q|.

同样地，注意到，不等式左边可以改写：

|ap − aq| = aq|ap−q − 1|

问题转化为：

aq|ap−q − 1| ≤ aq(a− 1)|p− q| =⇒ |ap−q − 1| ≤ (a− 1)|p− q|

令 x = p− q，即证：

|ax − 1| ≤ (a− 1)|x|
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定义函数 f(x) = |ax − 1|, 则可以分类讨论：
当 x ∈ [0, 1), f(x) = ax − 1，欲证明 ax − 1 ≤ (a− 1)x

显然，f(x)是凸函数（可用求二阶导证明），因此有弦方程过 (0, 0)(1, a−
1)，在 f(x) 之上，设弦方程为 t(x)，容易求得：

t(x) = (a− 1)x

由于 f(x) 是凸函数，因此 f(x) ≤ t(x), 即

ax − 1 ≤ (a− 1)x

当 x ∈ (−1, 0), f(x) = −ax + 1，欲证明 −ax + 1 ≤ (a − 1)(−x) =

(1− a)x

显然，f(x) 是凹函数（可用求二阶导证明）

求解 f(x) 在 x = 0 处的切线，设切线方程为 v(x)，解得：

v(x) = − ln a · x (1)

由于 f(x) 是凹函数，因此 f(x) ≤ v(x)，即

1− ax ≤ − ln a · x

由于 a > 1，因此有常见不等式 ln a ≤ a − 1（容易证明后者是前者

在 a = 1 处的切线，且 ln a 为凹函数），即有：

− ln a ≥ 1− a

因此当 x < 0 时，总有

− ln a · x ≤ (1− a)x (2)

联立 (1)(2) 即得到：

1− ax ≤ − ln a · x ≤ (1− a)x

综上所述，对于 a > 1, x ∈ (−1, 1)，总有 f(x) = |ax − 1| ≤ (a− 1)|x|
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即证明了该性质在实数域的成立.

解答 2.2.11. 当 r = s 时，显然有 mr(a) = ms(a). 我们只需证明：

(i) ∀ 0 < r < s,mr(a) ≤ ms(a);

(ii) ∀ r > 0,mr(a) ≥ m0(a).

(i) 由 Hölder 不等式：

(
n∑

i=1

qi)
1
r−

1
s (

n∑
i=1

qia
s
i )

1
s ≥ (

n∑
i=1

q
s−r
s

i (qia
s
i )

r
s )

1
r

整理即得

(
n∑

i=1

qia
s
i )

1
s ≥ (

n∑
i=1

qia
r
i )

1
r

(ii) 对 ar1, a
r
2, ..., a

r
n 用加权均值不等式：

n∑
i=1

qia
r
i ≥ (ar1)

q1(ar2)
q2...(arn)

qn

即

(
n∑

i=1

qia
r
i )

1
r ≥ aq11 a

q2
2 ...a

qn
n

由 (i)(ii) 可知，∀ 0 ≤ r ≤ s,mr(a) ≤ ms(a).



第三章 集合论初步

3.1 集合与映射

题目 3.1.1. 设 f 是定义在从 X 到 Y 上的满射，试证明以下命题等价：

(i)f为一一映射；

(ii)对任意的A，B ⊆ X，有f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B)；

(iii)对满足A ∩B = ∅的A，B ⊂ X，有f(A) ∩ f(B) = ∅；

(iv)对任意的A ⊆ B ⊆ X，有f(B \ A) = f(B) \ f(A).

题目 3.1.2 (Banach 引理). 设 f : X → Y，g : Y → X，则存在一组集合

X1, X2, Y1, Y2 满足

X1 ∪X2 = X X1 ∩X2 = ∅ Y1 ∪ Y2 = Y Y1 ∩ Y2 = ∅

使得 f(X1) = Y1，g(Y2) = X2.

题目 3.1.3 (22 数试加试，P6；23 数试加试，P6). 设 A, B 为两个非空

有限集，映射 f : A → B. 设集合

S = {(a, a′) : f(a) = f(a′)} ⊆ A× A

求证：

|S| ≥ max
{
|A|, |A|2

|B|

}
.

3.2 上确界和下确界

题目 3.2.1 (数学 I，P11). 设集合 A 是 R 的非空子集，f, g : A → R 有
界. 记 h : A → R，h(x) = min{f(x), g(x)}. 证明：h 有界，且 infh =

19
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min{inf f, inf g}.

题目 3.2.2. 设集合 A 是 R 的非空子集，f, g : A → R 有界. 求证：

inf f + inf g ≤ inf(f + g) ≤ inf f + sup g.

题目 3.2.3. 设 f : [a, b] → R 是增函数，且 f(a) > a，f(b) < b. 证明：存
在 ξ ∈ (a, b)，使得 f(ξ) = ξ.

题目 3.2.4. 设 I 为指标集，集合 Ai ⊆ R (i ∈ I) 非空且有下界. 记

S := {infAi : i ∈ I}

(1) 设 S,
⋃

i∈I Ai,
⋂

i∈I Ai 非空有界. 判断如下命题是否正确，如果
正确，请证明之；如果不正确，请举出反例：

(i) inf
⋃

i∈I Ai = infS
(ii) inf

⋂
i∈I Ai = supS

(2) 求证：
⋃

i∈I Ai 无下界当且仅当 S 无下界；

(3) 我们称 A ⊆ R 是连通集，如果 x, y ∈ A, x < y ⇒ [x, y] ⊆ A. 对
于 Ai (i ∈ I) 是连通集的情形，证明 (1) 中的命题 (ii).

在下面的题目中，我们尝试将通常的加法推广到可数集乃至不可数

集上. 先给出如下定义：

定义 3.2.1 (有限集的和). 设 A ⊆ R+ 为非空有限集. 从而

A = {a1, a2, · · · , an}

记

sum(A) :=
n∑

i=1

ai

为集合 A 的和.

定义 3.2.2 (一般集合的和). 设 A ⊆ R+ 非空. 记

SA := {sum(S) : S ⊆ A, S是有限集}
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并记

sum(A) :=

{
supSA, SA有上界

+∞, SA无上界

为集合 A 的和.

题目 3.2.5. 请证明以下命题：
(1) 设 A ⊆ R+ 为可数集，记 f(n) = an 为 N+ 到 A 的一个双射. 求

证：

sum(A) = lim
n→∞

n∑
i=1

ai.

(2) 设 A = (0, 1). 求证：sum(A) = +∞.
(3) 设 A ⊆ R+ 满足 sum(A) 是有限数，求证：A 至多可数.

3.3 * 二元关系

定义 3.3.1 (直积，Cartesian积). 设 X, Y 是集合，称 {(x, y)|x ∈ X ∧y ∈
Y } 为 X 与 Y 的直积，记为 X × Y .

定义 3.3.2 (二元关系). 设 X, Y 是非空集合，若 R 是 X × Y 的一个子

集，我们就称 R 是一个从 X 到 Y 的二元关系.

定义 3.3.3 (复合关系). 设 R 是从 X 到 Y 的二元关系，S 是从 Y 到 Z

的二元关系，记

S ◦R := {(x, z) ∈ X × Z | ∃y ∈ Y, (x, y) ∈ R ∧ (y, z) ∈ S},

并把从 X 到 Z 的二元关系 S ◦R 称为 R 与 S 的复合关系.

定义 3.3.4 (逆关系). 设 R 是从 X 到 Y 的二元关系，记

R−1 := {(y, x) ∈ Y ×X | (x, y) ∈ R},

并把从 Y 到 X 的二元关系 R−1 称为关系 R 的逆关系.
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题目 3.3.1. 请证明以下命题：
(1) 若 R 是从 X 到 Y 的二元关系，S 是从 Y 到 Z 的二元关系，T

是从 Z 到 W 的二元关系，则 T ◦ (S ◦R) = (T ◦ S) ◦R.
(2) 若 R 是从 X 到 Y 的二元关系，则 (R−1)−1 = R.
(3) 若 R 是从 X 到 Y 的二元关系，S 是从 Y 到 Z 的二元关系，则

有 (S ◦R)−1 = R−1 ◦ S−1.

定义 3.3.5 (等价关系). 设 R 是非空集合 X 上的一个二元关系（这是指

从 X 到 X 的二元关系）. 如果 R 满足

(1) 反身性: 对任意的 x ∈ X 都有 xRx;
(2) 对称性: 对任意的 x, y ∈ X, 若 xRy, 则 yRx;
(3) 传递性: 对任意的 x, y, z ∈ X, 若 xRy 且 yRz, 则 xRz;

那么就称 R 是 X 上的一个等价关系.

定义 3.3.6 (等价类，商集).设 R是 X 上的等价关系. 对任意的 x ∈ X，称

[x]R := {y ∈ X | yRx} 为 R 的一个等价类. 集合 X/R := {[x]R | x ∈ X}
称为 X 关于 R 的商集.

定义 3.3.7 (同余). 设 a, b,m ∈ Z, m > 0. 若存在 c ∈ Z 使得 a− b = mc，

则称 a 和 b 模 m 同余，记作 a ≡ b (mod m).

定义 3.3.8 (划分). 对非空集合 S, P，P ⊆ P(S). 如果 P 满足：

(1) ∀A ∈ P,A ̸= ∅;
(2) ∀A,B ∈ P，如果 A ̸= B，那么 A ∩B = ∅;
(3)

⋃
A∈P A = S;

那么就称 P 是 S 的一个划分.

题目 3.3.2. 请证明以下命题：
(1) 同余是 Z 上的一个等价关系.
(2) 设 R 是 X 上的等价关系，则 X 关于 R 的商集是 X 的一个划

分.
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定义 3.3.9 (偏序关系). 设 R 是非空集合 X 上的一个二元关系. 如果 R

满足

(1) 反身性: 对任意的 x ∈ X 都有 xRx;
(2) 反对称性: 对任意的 x, y ∈ X，若 xRy 且 yRx，则 x = y;
(3) 传递性: 对任意的 x, y, z ∈ X，若 xRy 且 yRz，则 xRz;

那么就称 R 是 X 上的一个偏序关系.

定义 3.3.10 (等势).我们称两个集合 A,B 是等势的，如果存在 f : A → B

是双射，记为 A ∼ B.

给定非空集合 U，它的元素是一些集合.

题目 3.3.3. 证明：等势（∼）是 U 上的一个等价关系.

题目 3.3.4. 在 U/ ∼ 上定义如下关系

R = {(A,B) ∈ (U/ ∼)2 | ∃A ∈ A, B ∈ B,存在f : A → B是单射}

R′ = {(A,B) ∈ (U/ ∼)2 | ∀A ∈ A, B ∈ B,存在f : A → B是单射}

其中 (U/ ∼)2 表示 (U/ ∼)× (U/ ∼).
(1) 证明：R = R′. 从而 U/ ∼ 上的关系 R 不依赖于代表元的选取.
(2) 证明：R 是 U/ ∼ 上的一个偏序关系.

（Hint：使用 Bernstein 定理，设 A,B 是两个集合，如果存在一个 A 到

B 的单射，也存在一个 B 到 A 的单射，则存在一个 A 到 B 的双射）
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3.4 解答

解答 3.1.1. (i) ⇒ (ii)：只需指出 f(A ∩ B) ⊇ f(A) ∩ f(B) 即可．假定

y ∈ f(A) ∩ f(B) ，即存在 x1 ∈ A, x2 ∈ B ，使得 f (x1) = y = f (x2) ．

由于 f 是一一映射，故知有 x = x1 = x2 ∈ A ∩ B ，且 f(x) = y ，即

y ∈ f(A ∩B) .
(ii) ⇒ (iii)：由 A，B 的任意性，可取 A ∩ B = ∅，f(A ∩B) = ∅ ．

(iii) ⇒ (iv)：因为 A ∩ (B\A) = ∅，所以根据 (iii) 可知 f(A) ∩
f(B\A) = ∅ ．这说明 f(B\A) = f(B)\f(A) ．

(iv) ⇒ (i)：用反证法．若有 x1, x2 ∈ X 且 x1 ̸= x2 ，使得 f (x1) =

f (x2) = y ∈ Y ，则令 A = {x1} , B = {x1, x2} ．由 (iv) 知 y = f (x2) ∈
f(B\A) = f(B)\f(A) = ∅ ．这一矛盾说明 f 是一一映射．

解答 3.1.2. 我们构造映射 h : P(X) → P(X)，满足 h(A) = X − g(Y −
f(A)). 从而映射 h 的不动点即所求的 X1. 事实上，若 X1 ∈ P(X) 是

h 的不动点，取 Y1 = f(X1) ⊆ Y，从而 g(Y − Y1) = X − X1，此时取

X2 = X −X1, Y2 = Y − Y1 即所求. 于是只需证 h 存在不动点.
我们先证映射 h 是单调的，即 A ⊆ B ⇒ h(A) ⊆ h(B). 事实上

A ⊆ B ⇒ f(A) ⊆ f(B) ⇒ Y − f(A) ⊇ y − f(B)

⇒ g(Y − f(A)) ⊇ g(y − f(B)) ⇒ h(A) ⊆ h(B)

考虑集合 S = {A ∈ P(X) : A ⊆ h(A)}. 记 T =
⋃

A∈S A，我们以下

证明 T = h(T ).
对任意的 A ∈ S，由 A ⊆ T 知 A ⊆ h(A) ⊆ h(T ). 从而有 T ⊆ h(T ).

于是得到 h(T ) ⊆ h(h(T ))，这就是说 h(T ) ∈ S，从而 h(T ) ⊆ T，即

h(T ) = T .
评注 Banach 引理是证明 Bernstein 定理所需的重要结论，也被称

作“映射分解定理”。
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解答 3.1.3. 可以验证 S 是 A 上的一个等价关系. 显见

k := |A/S| ≤ min{|A|, |B|}

从而设

A/S =
k⋃

i=1

Ai

记 ai := |Ai|, i = 1, 2, · · · , k，则有

|A| =
k∑

i=1

ai |S| =
k∑

i=1

a2i

由 Cauchy 不等式知

(
k∑

i=1

a2i )(
k∑

i=1

12) ≥ (
k∑

i=1

ai)
2 = |A|2

即

|S| =
k∑

i=1

a2i ≥
|A|2

k
≥ max{|A|, |A|2

|B|
}.

解答 3.2.1. 先证 h 有界. 由于 f，g 有界，则存在 m1,M1,m2,M2，使得

m1 ≤ f(x) ≤ M1

m2 ≤ g(x) ≤ M2

由于 h(x) = min{f(x), g(x)}，则 h(x) = f(x) 或 h(x) = g(x). 于是{
h(x) ≥ m1 ∨ h(x) ≥ m2

h(x) ≤ M1 ∨ h(x) ≤ M2

所以得到

min{m1,m2} ≤ h(x) ≤ max{M1,M2}

即 h 有界.
再证 infh = min{inf f, inf g}，用下确界的定义证明.
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(i)∀ x ∈ A，h(x) ≥ min{inf f, inf g}. 事实上，由于

∀ x ∈ A, f(x) ≥ inf f

∀ x ∈ A, g(x) ≥ inf g

我们可得 h(x) ≥ inf f ∨ h(x) ≥ inf g，即

∀ x ∈ A, h(x) ≥ min{inf f, inf g}

(ii)∀ ϵ > 0, ∃x0 ∈ A, s.t.h(x0) < min{inf f, inf g}+ ϵ. 不失一般性，设
inf f ≤ inf g. 则

∃x0 ∈ A, s.t.f(x0) < inf f + ϵ

于是 h(x0) ≤ f(x0) < inf f + ϵ = min{inf f, inf g}+ ϵ.
由 (i)(ii) 可知，min{inf f, inf g} 是 h 的下确界.

解答 3.2.2. 对于左边的不等式，对任意的 x ∈ A 我们有

f(x) ≥ inf f g(x) ≥ inf g

从而 inf f + inf g 是 (f + g)(x) 的一个下界. 于是有

inf f + inf g ≤ inf(f + g)

对于右边的不等式，先证明

sup g = − inf(−g)

我们用定义证明 − inf(−g) 是 g 的上确界.
一方面，对任意的 x ∈ A，我们有 −g(x) ≥ inf(−g)，从而 g(x) ≤

− inf(−g).
另一方面，对任意的 ϵ > 0，存在 x0 ∈ A 使得 −g(x0) < inf(−g) + ϵ.

从而此时 g(x0) > − inf(−g)− ϵ.
综合两方面知 − inf(−g) 是 g 的上确界，即 sup g = − inf(−g).
回到原题，由左边的不等式所给出的结论可得

inf(f + g) + inf(−g) ≤ inf f
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即

inf(f + g) ≤ inf f − inf(−g) = inf f + sup g

解答 3.2.3. 法一：记 g(x) := f(x)− x. 由于 f 是增函数，对于 x1 < x2，

我们有

g(x1) + x1 = f(x1) ≤ f(x2) = g(x2) + x2

记 S := {x ∈ [a, b] : g(x) > 0}. 我们希望证明 ξ = supS 满足要求.
显见 ξ ∈ [a, b]，从而我们只需证明 g(ξ) = 0，它蕴涵了 ξ ∈ (a, b).

用反证法. 一方面，假设 g(ξ) = ϵ > 0，对 x ∈ (ξ, ξ + ϵ) ∩ [a, b]，我

们有

g(x) ≥ g(ξ)− (x− ξ) > 0

由于此时 ξ ̸= b，从而 (ξ, ξ+ ϵ)∩ [a, b] ̸= ∅，这与 ξ 是 S 的一个上界矛盾！

另一方面，假设 g(ξ) = −ϵ < 0，对 x ∈ (ξ − ϵ, ξ) ∩ [a, b]，我们有

g(x) ≤ g(ξ) + (ξ − x) < 0

由于此时 ξ ̸= a，从而 (ξ − ϵ, ξ) ∩ [a, b] ̸= ∅，这与 ξ 是 S 的上确界矛盾！

法二：记 S = {x ∈ [a, b] : x ≤ f(x)}，考虑 ξ = supS. 下证 ξ = f(ξ).
事实上，对任意的 x ∈ S，由 x ≤ ξ 及 f 是增函数知 x ≤ f(x) ≤ f(ξ).

从而 f(ξ) 是 S 的一个上界，即 ξ ≤ f(ξ). 于是得到 f(ξ) ≤ f(f(ξ))，这

就是说 f(ξ) ∈ S，从而 f(ξ) ≤ ξ，即 f(ξ) = ξ.
点评 法一的想法与零点存在定理的证明是类似的，但本题中没有

连续性作为条件，而需要借助单调性给出的约束. 法二可以与题目3.1.2进
行对比，事实上如果将“包含于”视为某个幂集上的偏序关系，则两个解

答是类似的.

解答 3.2.4. (1) 命题 (i) 是正确的. 我们用定义证明 infS 是
⋃

i∈I Ai 的下

确界：
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一方面，∀x ∈
⋃

i∈I Ai，∃i ∈ I，使得 x ∈ Ai，从而有 x ≥ infAi ≥ S.
另一方面，∀ϵ > 0，∃i ∈ I，使得 infAi < infS + ϵ. 故 ∃x ∈ Ai，使得

x < infAi + (infS + ϵ − infAi) = infS + ϵ. 这就是说，∃x ∈
⋃

i∈I Ai，使

得 x < infS + ϵ.
综合两方面可知，inf

⋃
i∈I Ai = infS.

命题 (ii) 是错误的. 反例如下：
取 I = {1, 2}. Ai := {i, 3} (i ∈ I). 则有⋂

i∈I

Ai = {3} S = {1, 2}

从而 inf
⋂

i∈I Ai = 3 ̸= supS = 2.
(2) 当

⋃
i∈I Ai 无下界时：

假设 M 是 S 的一个下界，则 ∀x ∈
⋃

i∈I Ai，∃i ∈ I，使得 x ∈ Ai. 从
而 x ≥ infAi ≥ M . 即 M 是

⋃
i∈I Ai 的一个下界. 矛盾！故 S 无下界.

当 S 无下界时：

假设 M 是
⋃

i∈I Ai 的一个下界，则 ∀i ∈ I，取 ϵ = 1，∃x ∈ Ai，使

得 x < infAi + 1，从而 infAi > x− 1 ≥ M − 1. 即 M − 1 是 S 的一个下

界. 矛盾！故
⋃

i∈I Ai 无下界.
(3)显见 ∀x ∈

⋂
i∈I Ai，x ≥ infAi (∀i ∈ I)，从而 x是 S 的一个上界，

即 x ≥ supS. 于是 supS 是
⋂

i∈I Ai 的一个下界，即 inf
⋂

i∈I Ai ≥ supS.
下面假设 ϵ := inf

⋂
i∈I Ai − supS > 0：

一方面，由于 ∀x ∈
⋂

i∈I Ai，x ≥ inf
⋂

i∈I Ai，而
⋂

i∈I Ai 非空，从而

可以取 x0 ∈ A 满足 x0 ≥ inf
⋂

i∈I Ai. 另一方面，∀i ∈ I，∃xi ∈ Ai，使得

xi < infAi +
1
3ϵ ≤ supS + 1

3ϵ.
由于 Ai 是连通集，[xi, x0] ⊆ Ai，从而 supS + 2

3ϵ ∈ Ai. 从而 supS +
2
3ϵ ∈

⋂
i∈I Ai，这与 inf

⋂
i∈I Ai = supS + ϵ 是

⋂
i∈I Ai 的一个下界矛盾！

故 inf
⋂

i∈I Ai = supS.

解答 3.2.5. (1) 当 SA 有上界时：
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一方面，记 Sn = {a1, a2, · · · , an}. 从而对任意的 n ∈ N+，我们有

n∑
i=1

ai = sum(Sn) ≤ sum(A)

故由极限的保号性

lim
n→∞

n∑
i=1

ai ≤ sum(A)

另一方面，对任意的 S ⊆ A，记 S = {as1, as2, · · · , ask}，其中 s1 <

s2 < · · · < sk. 从而

sum(S) =
k∑

i=1

asi ≤
sk∑
i=1

ai ≤ lim
n→∞

n∑
i=1

ai

于是 limn→∞
∑n

i=1 ai 是 SA 的一个上界，即

lim
n→∞

n∑
i=1

ai ≥ sum(A)

综合两方面知，sum(A) = limn→∞
∑n

i=1 ai.
当 SA 无上界时：

对任意的 M > 0，存在 S ⊆ A，使得 sum(S) > M . 记 S =

{as1, as2, · · · , ask}，其中 s1 < s2 < · · · < sk. 从而对任意 n > sk

n∑
i=1

ai >

sk∑
i=1

ai ≥
k∑

i=1

asi = sum(S)

这就是说 limn→∞
∑n

i=1 ai = +∞ = sum(A).
(2) 对任意的 M > 0，我们取

S := {1
2
+

i− 1

2n
: i = 1, 2, · · · , n, n = [2M ] + 2}

从而

sum(S) ≥ n · 1
2
> M

这就是说 SA 无上界，从而 sum(A) = +∞.
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(3) 考虑 T1 = A ∩ (1,+∞)，Tn = A ∩ ( 1n ,
1

n−1 ], n = 2, 3, · · · . 从而有

A =
⋃

n∈N+

Ti

对于任意的 n ∈ N+，假设 Tn 不是有限集，使用类似 (2) 的构造方
式，容易证明 STn

无上界，从而 SA 无上界，这与 sum(A) 是有限数矛盾！

故 Tn 是有限集，即 A 是可数个有限集的并. 从而 A 至多可数.
点评 问题 (3) 指出，在处理不可数个数的和时，我们不能沿用处理

可数个数的和时所使用的无穷级数方法，这为积分理论，尤其是勒贝格积

分理论的产生提供了动机. 同时，在概率论中，这一结果指出了对于连续
型随机变量，其某一点处的概率必须为 0，从而引发了“概率密度”这一

概念的产生.

解答 3.3.1. (1) 因 S ◦ R 是从 X 到 Z 的二元关系，故 T ◦ (S ◦ R) 是从

X 到 W 的二元关系. 因 T ◦ S 是从 Y 到 W 的二元关系，故 (T ◦ S) ◦R
是从 X 到 W 的二元关系. 对任意的 (x,w) ∈ X ×W，有

(x,w) ∈ T ◦ (S ◦R)

⇐⇒ ∃z ∈ Z, (x, z) ∈ S ◦R ∧ (z, w) ∈ T

⇐⇒ ∃z ∈ Z, ∃y ∈ Y, (x, y) ∈ R ∧ (y, z) ∈ S ∧ (z, w) ∈ T

⇐⇒ ∃y ∈ Y, ∃z ∈ Z, (x, y) ∈ R ∧ (y, z) ∈ S ∧ (z, w) ∈ T

⇐⇒ ∃y ∈ Y, (x, y) ∈ R ∧ (y, w) ∈ T ◦ S

⇐⇒ (x,w) ∈ (T ◦ S) ◦R.

所以 T ◦ (S ◦R) = (T ◦ S) ◦R.
(2) 对任意的 (x, y) ∈ X × Y，有

(x, y) ∈ (R−1)−1 ⇐⇒ (y, x) ∈ R−1 ⇐⇒ (x, y) ∈ R.

所以 (R−1)−1 = R.
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(3) 对任意的 (z, x) ∈ Z ×X，有

(z, x) ∈ (S ◦R)−1 ⇐⇒ (x, z) ∈ S ◦R

⇐⇒ ∃y ∈ Y, (x, y) ∈ R ∧ (y, z) ∈ S

⇐⇒ ∃y ∈ Y, (y, x) ∈ R−1 ∧ (z, y) ∈ S−1

⇐⇒ (z, x) ∈ R−1 ◦ S−1

所以 (S ◦R)−1 = R−1 ◦ S−1.
评注 在数学中，映射的严格定义是由关系给出的，请读者自行了解

映射的定义. 以上结论对于映射同样成立，读者可以自行验证.

解答 3.3.2. (1) 我们取定 m ∈ N+，并验证等价关系的三个条件：

(i) 对任意的 a ∈ Z，a ≡ a. 这是因为 a− a = m · 0.
(ii)对任意的 a, b ∈ Z，如果 a ≡ b，那么存在 c ∈ Z使得 a− b = mc，

从而 b− a = m(−c)，从而 b ≡ a.
(iii) 对任意的 a, b, c ∈ Z，如果 a ≡ b 且 b ≡ c，那么存在 c, d ∈ Z 使

得 a− b = mc 且 b− c = md，从而 a− c = m(c+ d)，从而 a ≡ c.
(2) 对于非空集合 X 与其上的等价关系 R，我们验证划分的三个条

件：

(i) 对于任意的 A ∈ X/R，存在 x ∈ X 使得 A = [x]R，由 xRx 知

x ∈ A，从而 A ̸= ∅.
(ii)考虑逆否命题. 设 A,B ∈ X/R满足 A∩B ̸= ∅，则不妨 x ∈ A∩B.

于是 y ∈ A ⇐⇒ yRx ⇐⇒ y ∈ B，从而 A = B. 进而原命题得证.
(iii) 显见 ∪A∈X/R A ⊆ X，下证 ∪A∈X/R A ⊇ X. 事实上，∀x ∈ X，

x ∈ [x]R 且 [x]R ∈ X/R，从而 x ∈ ∪A∈X/R. 进而 ∪A∈X/R A = X.
评注 事实上，命题 2 的“反面”也成立，即我们可以用集合的划分

在其上定义一个等价关系，这为等价关系提供了实例. 等价关系是数学中
的重要概念，由等价类构成的商集刻画了代数学中的商群、商环，拓扑学

中的商空间等数学对象.

解答 3.3.3. 我们验证等价关系的三个条件：
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(i) 对任意的 A ∈ U，a ∼ a. 这是因为 A 上的恒等映射是 A 到 A 的

双射.
(ii) 对任意的 A,B ∈ U，如果 A ∼ B，那么存在 f : A → B 是双射，

从而 f−1 : B → A 是双射，从而 B ∼ A.
(iii) 对任意的 A,B,C ∈ U，如果 A ∼ B 且 B ∼ C，那么存在

f : A → B, g : B → C 是双射，从而 g ◦ f : A → C 是双射，从而 A ∼ C.

解答 3.3.4. (1) 显见 R′ ⊆ R，只需证 R ⊆ R′.
事实上，对任意 (A,B) ∈ R，∃A0 ∈ A, B0 ∈ B，使得存在 f : A0 → B0

是单射. 于是 ∀A ∈ A, B ∈ B，A ∼ A0, B0 ∼ B，即存在 g : A → A0, h :

B0 → B 是双射. 我们证明 h ◦ f ◦ g : A → B 是单射. 事实上，由于 f, g, h

都是单射

h ◦ f ◦ g(x1) = h ◦ f ◦ g(x2) ⇒ f ◦ g(x1) = f ◦ g(x2)

⇒ g(x1) = g(x2) ⇒ x1 = x2

这就是说，h ◦ f ◦ g : A → B 是单射. 从而 (A,B) ∈ R’，故 R ⊆ R′.
(2) 我们验证偏序关系的三个条件：
(i) 对任意的 A ∈ U/ ∼，ARA. 这是因为 A ∼ B 蕴涵着存在一个 A

到 B 的单射.
(ii) 对任意的 A,B ∈ U/ ∼，若 ARB 且 BRA，选取 A ∈ A, B ∈ B，

则存在 f : A → B, g : B → A 为单射，由 Bernstein 定理知存在一个从 A

到 B 的双射，于是 A ∼ B. 故 A = [A]∼ = [B]∼ = B.
(iii) 对任意的 A,B, C ∈ U/ ∼，若 ARB 且 BRC，选取 A ∈ A, B ∈

B, C ∈ C，则存在 f : A → B, g : B → C 为单射，与 (1) 中类似地可以证
明 g ◦ f : A → C 为单射，从而 ARC.
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4.1 数列极限的定义与性质

题目 4.1.1 (数学 II，P7). 对于 a = (a1, a2) ∈ R2, b = (b1, b2) ∈ R2，定义

|a− b| :=
√

(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2

a · b := a1b1 + a2b2

设 un, vn, u, v ∈ R2，n = 1, 2, · · ·，limn→+∞ |un − u| = limn→+∞ |vn −
v| = 0. 证明：u · v = limn→+∞ un · vn.

题目 4.1.2. 设数列 {xn} 满足 xm+n ≤ xmxn, xn > 0，证明: lim
n→∞

n
√
xn 存

在.

题目 4.1.3 (Stolz 定理). 设数列 {xn} 和 {yn} 满足以下两个条件中的任
意一个：

(1) {yn} 严格单调增加且 lim
n→∞

yn = +∞;
(2) {yn} 严格单调且 lim

n→∞
xn = lim

n→∞
yn = 0.

则当 lim
n→∞

xn−xn−1

yn−yn−1
= L（L 可以是有限数，+∞，−∞）时有

lim
n→∞

xn
yn

= L

题目 4.1.4. 证明: 数列 {an} 收敛的充要条件是：其所有无穷子列均收敛
且收敛于同一极限.

题目 4.1.5 (Cesàro 求和). 已知： lim
n→∞

xn = a. 求证：

lim
n→∞

x1 + x2 + · · ·+ xn−1 + xn
n

= a

33
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题目 4.1.6. 已知： lim
n→∞

xn = a， lim
n→∞

yn = b. 求证：

lim
n→∞

x1yn + x2yn−1 + · · ·+ xn−1y2 + xny1
n

= ab

题目 4.1.7. 记 bn = 1 + 1
2 +

1
3 + · · ·+ 1

n − lnn，证明数列 {bn} 收敛.

题目 4.1.8. 判断以下数列 {xn}(n = 1, 2, · · · ) 的收敛性：
(1) xn = sin 1

2 + sin 2
22 + ...+ sinn

2n

(2) xn = cos 1!
1·2 + cos 2!

2·3 + ...+ cosn!
n(n−1)

(3) xn = 1 + 1
22 +

1
32 + ...+ 1

n2

4.2 迭代序列的处理方法

对于形如 xn+1 = f(xn) 的迭代序列，我们以下建立一些结论. 这些
结论也是处理此种问题的重要方法.

我们给定 I = [a, b]，f : I → R 满足 f(I) ⊆ I. 定义序列

xn =

{
c, n = 1

f(xn−1), n ≥ 2

题目 4.2.1. 当 f 的单调性被给出时：

(1) 当 f 单调增加时，序列 {xn} 单调，从而它收敛；
(2) 当 f 单调减少时，序列 {xn} 有两个单调子列，且它们单调性相

反；此时序列 {xn} 收敛当且仅当它的两个单调子列收敛于相同的值.

题目 4.2.2 (压缩映射原理).我们称 f 是 Lipschitz连续的，如果 ∃L ∈ R，
使得

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|, ∀x, y ∈ I;

特别地，上式中当 L ∈ (0, 1) 时，我们称 f 是 I 上的一个压缩映射.
我们称 x0 ∈ I 是 f 的不动点，如果 f(x0) = x0.
当 f 是 I 上的一个压缩映射时：

(1) 若 f 在 I 上有不动点，则不动点唯一；
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(2) 对于任意的 c ∈ I，序列 {xn} 收敛，且极限是 f 在 I 上的不动

点.

题目 4.2.3. 设数列
√
3,
√
3 +

√
3,

√
3 +

√
3 +

√
3, · · · ,√

3 +

√
3 +

√
3 + · · ·+

√
3 (n重根号), · · · . 证明该数列收敛并求其极限.

题目 4.2.4. 设 x1 > 0, xn+1 = 1 + 1
xn

(n ∈ N+)，证明数列 {xn} 收敛并求
其极限.

题目 4.2.5.设 x1 = a, x2 = b ̸= a, xn+2 = txn+(1−t)xn+1 (n ∈ N+, t ∈ R).
对于 t 的不同取值，讨论数列 {xn} 的收敛性.

4.3 Bolzano-Weierstrass 定理

题目 4.3.1. 我们所熟知的 Bolzano-Weierstrass 定理指出，有界（实）数
列必有收敛子列. 在此定理的基础上，请证明以下结论：

(1) 若有界数列 {xn} 不收敛，则必存在两个子列收敛于不同的极限.
(2) 若数列 {xn} 无界，则必存在一个子列是无穷大量.
(3) 若数列 {xn} 无界，但非无穷大量，则必存在两个子列，其中一

个是无穷大量而另一个收敛.

题目 4.3.2 (Rn 中的 Bolzano-Weierstrass 定理). Rn 上的有界数列必有收

敛子列. （另一种表述：Rn 中任一有界无限点集至少有一个极限点. ）

4.4 * 闭区间套定理和有限覆盖定理

题目 4.4.1 (闭区间套定理). 设闭区间列 {[an, bn]}∞n=1 满足以下条件：

• 嵌套性：对任意正整数 n，有 [an+1, bn+1] ⊆ [an, bn]；

• 长度收敛性： lim
n→∞

(bn − an) = 0，

则存在唯一的 ξ，使得总有 an ≤ ξ ≤ bn。
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题目 4.4.2 (有限覆盖定理). 设有任意个开区间，它们构成了一个集合 H.
如果对于一个数集 S，S 中的任意一个元素都属于 H 中的至少一个区间，

那么称 H 是 S 的一个开覆盖.
设 H 是闭区间 [a, b] 的一个开覆盖，则必可从 H 中选择有限个开区

间形成 [a, b] 的开覆盖.



第四章 数列极限 37

4.5 解答

解答 4.1.1. 记 un = (u
(1)
n , u

(2)
n ), vn = (v

(1)
n , v

(2)
n ), n = 1, 2, · · · . 又记

u = (u(1), u(2)), v = (v(1), v(2)).
由于 limn→+∞ |un − u| = 0，∀ϵ > 0，∃N ∈ N+，当 n > N 时有

|un − u| =
√

(u
(1)
n − u(1))2 + (u

(2)
n − u(2))2 < ϵ

于是有

|u(1)n − u(1)| ≤
√

(u
(1)
n − u(1))2 + (u

(2)
n − u(2))2 < ϵ

这就是说 limn→+∞ u
(1)
n = u(1). 同理有 limn→+∞ u

(2)
n = u(2). 类似地我们得

到 limn→+∞ v
(1)
n = v(1)，limn→+∞ v

(2)
n = v(2). 由极限的运算法则知

lim
n→+∞

un · vn = lim
n→+∞

u(1)n · lim
n→+∞

u(2)n + lim
n→+∞

v(1)n · lim
n→+∞

v(2)n

= u(1) · v(1) + u(2) · v(2) = u · v

解答 4.1.2. 设 bn = n
√
xn，需证 {bn} 收敛.

1. 由 xn > 0，显然 bn > 0，故 {bn} 有下界 0.
2. 不妨设 bn ≥ 1, 反之同理可证.

对任意 m > n，设 m = qn+ r（q ∈ N+，0 ≤ r < n）. 反复应用条件得：

xm = xqn+r ≤ xqn · xr ≤ xqn · xr

故有：

bm = m
√
xm ≤ m

√
xqn · xr = b

nq
m
n · x

1
m
r

因 nq
m = 1− r

m ≤ 1，故 b
nq
m
n ≤ bn；又 x

1
m
r → 1（m → ∞），从而 bm ≤ bn.

3. 由单调有界定理， lim
n→∞

n
√
xn 存在.

解答 4.1.3. 我们仅对 L 为有限数的情形进行证明，无穷情形类似可证.
以下分别对两种条件进行证明.
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情形 1: {yn} 严格单调增加且 lim
n→∞

yn = +∞，且 lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1
= L（有

限）.
由极限定义，对于任意 ε > 0，存在 N1，使得当 n > N1 时，∣∣∣∣xn − xn−1

yn − yn−1
− L

∣∣∣∣ < ε.

由于 {yn} 严格单调增加，故 yn − yn−1 > 0，于是

(L− ε)(yn − yn−1) < xn − xn−1 < (L+ ε)(yn − yn−1).

对 n = N1 + 1, N1 + 2, . . . ,m 累加上述不等式，得
m∑

n=N1+1

(L− ε)(yn − yn−1) <
m∑

n=N1+1

(xn − xn−1) <
m∑

n=N1+1

(L+ ε)(yn − yn−1).

利用裂项相消，有

(L− ε)(ym − yN1
) < xm − xN1

< (L+ ε)(ym − yN1
).

记 ξm = (xm − xN1
)− L(ym − yN1

)，则 |ξm| < ε(ym − yN1
). 于是

xm = xN1
+ L(ym − yN1

) + ξm.

从而
xm
ym

= L+
xN1

− LyN1

ym
+

ξm
ym

.

由于 ym → +∞，存在 N2，使得当 m > N2 时，ym >
|xN1

− LyN1
|

ε
且

ym > yN1
. 此时∣∣∣∣xN1

− LyN1

ym

∣∣∣∣ < ε,

∣∣∣∣ξmym
∣∣∣∣ < ε

(
1− yN1

ym

)
< ε.

因此当 m > max{N1, N2} 时，∣∣∣∣xmym − L

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣xN1
− LyN1

ym

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ξmym
∣∣∣∣ < 2ε.

由 ε 的任意性，即得 lim
n→∞

xn
yn

= L.
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情形 2: {yn} 严格单调且 lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = 0，且 lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1
= L

（有限）.
首先，作变换 x′n = xn − Lyn，则

lim
n→∞

x′n − x′n−1

yn − yn−1
= lim

n→∞

(
xn − xn−1

yn − yn−1
− L

)
= 0,

且
xn
yn

− L =
x′n
yn
。故只需证明当差分商的极限为 0 时，有 x′n

yn
→ 0。以下

仍记 x′n 为 xn，即假设 L = 0。

不失一般性，设 {yn} 严格单调递减趋于 0（若递增，可考虑 {−yn}）
. 令 δn = yn−1 − yn > 0，则 yn − yn−1 = −δn.

由 lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1
= 0，对任意 ε > 0，存在 N，使得当 n > N 时，∣∣∣∣xn − xn−1

yn − yn−1

∣∣∣∣ < ε.

于是

|xn − xn−1| < ε|yn − yn−1| = εδn = ε(yn−1 − yn).

对任意 m > n > N，有

|xm − xn| ≤
m∑

k=n+1

|xk − xk−1| < ε

m∑
k=n+1

(yk−1 − yk) = ε(yn − ym).

令 m → ∞，由 xm → 0 和 ym → 0，得

|xn| = |xn − 0| ≤ ε(yn − 0) = εyn.

因此当 n > N 时，
∣∣∣∣xnyn
∣∣∣∣ ≤ ε，故 lim

n→∞

xn
yn

= 0，即原极限为 L.

解答 4.1.4. 必要性：设 lim
n→∞

an = a（a ∈ R），则有 limn→∞ an =

limn→∞ an = a.
任取 {an} 的无穷子列 {ank

}，有：

lim
k→∞

ank
≤ lim

n→∞
an = a, lim

k→∞
ank

≥ lim
n→∞

an = a
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故 limk→∞ ank
= limk→∞ ank

= a，即 lim
k→∞

ank
= a.

充分性：由于 {an} 是其自身的子列，由题设条件（所有无穷子列均
收敛），可知 {an} 收敛.

解答 4.1.5. 考虑 {yn} 满足 yn = xn − a，从而 {yn} 是无穷小量. 我们只
需证明

lim
n→∞

y1 + y2 + · · ·+ yn−1 + yn
n

= 0

事实上，对任意的 ϵ > 0，存在 N ∈ N+，使得 n > N 时有 |yn| < ϵ
2 .

我们记 M = |y1 + y2 + · · · + yN |. 取 N ′ = max{N, [2Mϵ ] + 1}，从而当
n > N ′ 时

|y1 + y2 + · · ·+ yn−1 + yn
n

| ≤ |y1 + y2 + · · ·+ yN
n

|+|yN+1 + yN+2 + · · ·+ yn
n

|

<
M

n
+

n−N

n
· ϵ
2
< ϵ

故

lim
n→∞

x1 + x2 + · · ·+ xn−1 + xn
n

= lim
n→∞

a+
y1 + y2 + · · ·+ yn−1 + yn

n
= a

解答 4.1.6. 令 xn = a + αn，yn = b + βn，则当 n → ∞ 时，αn → 0，

βn → 0，故有：

LHS =
(a+ α1)(b+ βn) + (a+ α2)(b+ βn−1) + · · ·+ (a+ αn)(b+ β1)

n

= ab+ a · β1 + β2 + · · ·+ βn
n

+ b · α1 + α2 + · · ·+ αn

n

+
α1βn + α2βn−1 + · · ·+ αnβ1

n

其中，第二、三项的极限为 0（Cesàro 求和）. 下证第四项的极限亦
为 0：

事实上，因 αn → 0（当 n → ∞ 时），故 {αn} 有界，即存在 M > 0，

使得对任意正整数 n，有 |αn| ≤ M . 因此：

0 <

∣∣∣∣α1βn + α2βn−1 + · · ·+ αnβ1
n

∣∣∣∣ ≤ M · |βn|+ |βn−1|+ · · ·+ |β1|
n
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由于 βn → 0，可知 |β1|+|β2|+···+|βn|
n → 0（当 n → ∞ 时）. 结合夹逼准

则，第四项的极限为 0.

解答 4.1.7. 可知 (
1 +

1

n

)n

< e <

(
1 +

1

n

)n+1

由此得到
1

n+ 1
< ln n+ 1

n
<

1

n

于是有

bn+1 − bn =
1

n+ 1
− ln(n+ 1) + lnn =

1

n+ 1
− ln n+ 1

n
< 0

bn = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
− lnn

> ln 2

1
+ ln 3

2
+ ln 4

3
+ · · ·+ ln n+ 1

n
− lnn = ln(n+ 1)− lnn > 0

这说明数列 {bn} 单调减少有下界，从而收敛．

解答 4.1.8. (1) 设 m > n，则

|xm − xn| =
∣∣∣∣sin(n+ 1)

2n+1
+ · · ·+ sinm

2m

∣∣∣∣
≤ 1

2n+1

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

2m−n−1

)
≤ 1

2n+1
· 1

1− 1/2
=

1

2n

∀ϵ > 0，取 N =
[− ln ϵ

ln 2

]
+ 1 ，则当 m > n > N 时，有 1

2n < ϵ ，从而有

|xm − xn| < ϵ. 故 {xn} 收敛.
(2) 对于任意给定的正数 ϵ，取

N = [log3(π/e)] + 1（其中 [x] 表示取整），则当 n > m ≥ N 时，有

|an − am| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

cos k!
k(k + 1)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=m+1

∣∣∣∣ cos k!
k(k + 1)

∣∣∣∣ ≤ n∑
k=m+1

1

k(k + 1)

<
n∑

k=m+1

1

k2
<

1

m
− 1

n
<

1

m
<

3m

m
<

3N

N
< e
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所以，根据柯西收敛准则，数列 {an} 是收敛的.
(3) 放缩裂项易得 LHS ≤ 2，由单调有界原理可知 {an} 收敛.

解答 4.2.1. (1) 我们对 x1 与 x2 的大小关系作分类讨论.
(i) 当 x1 ≤ x2 时，我们用数学归纳法证明 xn ≤ xn+1 (∀n ∈ N+).
当 n = 1 时，显然成立；若 xk ≤ xk+1，由于 f 单调增加，我们有

xk+1 = f(xk) ≤ f(xk+1) = xk+2

从而此时 {xn} 单调增加，进而它收敛.
(ii) 当 x1 > x2 时，同理得 {xn} 单调减少并收敛.
(2)此时注意到 f ◦ f 单调增加，从而由 (1)的结论知序列 {x2n−1}和

{x2n} 单调. 由于 x1 ≤ x3 时 x2 ≥ x4，x1 ≥ x3 时 x2 ≤ x4，它们单调性相

反.
对于命题的后半部分，我们记 x2n−1 → A, x2n → B (n → ∞).
如果序列 {xn} 收敛，则

A = lim
n→∞

x2n−1 = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

x2n = B

从而这两个单调子列收敛于相同的值.
如果 A = B，对于任意取定的 ϵ > 0，存在 N1, N2 ∈ N+，使得

|x2n−1 − A| < ϵ (∀n > N1) |x2n − B| < ϵ (∀n > N2)

从而对任意的 n > N = max{2N1 − 1, 2N2}，我们有

|xn − A| < ϵ

这就是说序列 {xn} 收敛.
点评 对于 (1) 小问，题目3.2.3给出了 f 在 I 中存在不动点. 请读

者自行证明 {xn} 的极限是 f 在 I 中的一个不动点.

解答 4.2.2. (1) 若不动点存在，设 x0, y0 是 f 在 I 上的不动点，从而

|f(x0)− f(y0)| = |x0 − y0| ≤ L|x0 − y0|
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由 L ∈ (0, 1) 知 |x0 − y0| = 0，即 x0 = y0，这就是说 f 在 I 上的不动点

唯一.
(2) 当 f(c) = c 时，{xn} 是常数列且收敛于不动点 c. 否则，依题意

得 |x3 − x2| = |f(x2)− f(x1)| ≤ L|x2 − x1|. 进而对任意 n ∈ N+ 有

|xn+1 − xn| ≤ Ln−1|x2 − x1|

于是对任意的 p ∈ N+，我们有

|xn+p − xn| ≤
p−1∑
i=0

|xn+i+1 − xn+i| ≤ (

p−1∑
i=0

Ln+i−1)|x2 − x1|

≤ (
∞∑

i=n−1

Li)|x2 − x1| =
Ln−1

1− L
|x2 − x1|

于是对任意的 ϵ > 0，总存在充分大的 N ∈ N+，使得 ∀n > N, p ∈ N+，

有

|xn+p − xn| < ϵ

由 Cauchy 收敛原理知序列 {xn} 收敛.
记 ξ = limn→∞ xn，显见 ξ ∈ [a, b]. 我们先证明 limn→∞ f(xn) = f(ξ).

事实上，对于任意的 ϵ > 0，存在 N ∈ N+，使得对任意的 n > N 有

|xn − ξ| < ϵ
L，即

|f(xn)− f(ξ)| ≤ L|xn − ξ| < ϵ

从而 limn→∞ f(xn) = f(ξ). 于是

f(ξ) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

xn = ξ

从而序列 {xn} 收敛于 f 在 I 上的不动点.
点评 压缩映射原理建立在一般的非空完备度量空间上，具有重要

的理论价值，本题给出的是它的一个特例.

解答 4.2.3. 依题意得该数列的递推式为 x1 =
√
3, xn+1 =

√
3 + xn (n ∈

N+). 归纳易得 xn ≤ 3，从而

xn+1 =
√
3 + xn ≤

√
3 + 3 < 3
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于是数列 {xn} 单调增加且有上界，故它收敛.
设 xn → A (n → ∞). 对等式 xn+1 =

√
3 + xn 两边取极限得 A =

√
3 + A. 解之得 A = 1+

√
13

2 .

解答 4.2.4. 法一：对相邻两项作差得到

xn+2 − xn+1 =
1

xn+1
− 1

xn
= − 1

xn+1xn
(xn+1 − xn)

我们希望找到 N ∈ N+，使得 xn ≥ a > 1 对任意 n > N 成立.
事实上，xn > 1 (n > 1) ⇒ xn < 2 (n > 2) ⇒ xn > 3

2 (n > 3). 从而对
任意的 n ≥ 5, p ∈ N+，我们有

|xn+p − xn| ≤ (1 +
4

9
+ · · ·+ (

4

9
)p−1) · (4

9
)n−5|x6 − x5|

≤ 9

5
· (4
9
)n−5|x6 − x5|

由 Cauchy 收敛原理知数列 {xn} 收敛. 与上题类似地可得 limn→∞ xn =
1+

√
5

2 .

法二：与法一类似地得到 xn ∈ [32 , 2] (n ≥ 4). 由于 1 + 1
x 在 [32 , 2] 上

单调减少，我们考虑 xn+2 = 2− 1
xn+1，它对应的函数 2− 1

x+1 在 [32 , 2] 上

单调增加.
从而数列 {xn} 的子列 {x2n+3} 与 {x2n+4} 单调增加且有上界，它们

收敛于函数 2 − 1
x+1 在 [32 , 2] 上的不动点. 由于方程 2 − 1

x+1 = x 在 [32 , 2]

上有唯一解 1+
√
5

2 ，两子列都收敛于
1+

√
5

2 ，从而数列 {xn} 收敛于 1+
√
5

2 .

解答 4.2.5. 由递推式 xn+2 = txn + (1− t)xn+1 得到

xn+2 − xn+1 = −t(xn+1 − xn)

与压缩映射原理的证明类似地，我们知道当 |t| < 1 时数列 {xn} 收敛.
当 |t| ≥ 1 时，数列 {xn} 发散. 这是因为此时对任意的 n ∈ N+，我

们有

|xn+1 − xn| = |(−t)n−1(x2 − x1)| ≥ |b− a| > 0
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这与数列 {xn} 收敛所要求的 xn+1 − xn → 0 (n → ∞) 矛盾！

解答 4.3.1. (1) 设 {xn} 的一个收敛子列收敛于 A. 由 {xn} 不收敛知它
不收敛于 A，于是存在 ϵ > 0，使得对任意的 N ∈ N+，存在 n > N 使得

|xn − A| ≥ ϵ. 从而构造以下数列：

• 取 N = 1，存在 n1 > N 使得 |xn1
− A| ≥ ϵ.

• 在取定 nk 后，存在 nk+1 > nk 使得 |xnk+1
− A| ≥ ϵ.

于是我们得到了 {xn} 的一个有界子列，它的每一项与 A 的距离不

小于 ϵ. 由 Bolzano-Weierstrass 定理知它存在收敛子列，这个收敛子列也
是 {xn} 的一个收敛子列，且它一定不收敛于 A. □

(2) 由数列 {xn} 无界可以进一步推知，对任意的 N ∈ N+ 和 M > 0，

存在 n > N 使得 |xn| > M . 若不然，即数列 {xn} 从某项起有界，则在
这之前的有限项及这之后的子列的一个上界中绝对值最大的将成为整个

数列的上界.
从而我们用与 1 中类似地方法构造以下数列：

• 取 N = 1, G = 1，存在 n1 > N 使得 |xn1
| > 1.

• 在取定 nk 后，取 N = nk, G = k+1，存在 nk+1 > nk 使得 |xnk+1
| >

k + 1.

以此法我们得到了数列 {xn} 的一个子列，它是一个无穷大量. □
(3) 由 2 知数列 {xn} 必有一个子列是无穷大量. 由于数列 {xn} 不是

无穷大量，于是存在 G > 0，使得对任意的的 N ∈ N+，存在 n > N 使

得 |xn| ≤ G. 从而构造以下数列：

• 取 N = 1，存在 n1 > N 使得 |xn1
| ≤ G.

• 在取定 nk 后，存在 nk+1 > nk 使得 |xnk+1
| ≤ G.

以此法我们得到了数列 {xn} 的一个有界子列，Bolzano-Weierstrass
定理指出它有收敛子列. □
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解答 4.3.2. 下面将 Bolzano-Weierstrass 定理从 R 推广至 Rn.
从 Rn 中任一有界无限点集 E 取出互异点列 xk，显然，{xk}与 {xk}

的第 i（i = 1, 2, ...）个坐标所形成的数列 {ξ(k)i } 均有界.
那么，根据在 R 上定义的 Bolzano-Weierstrass 定理，我们可以从

{ξ(k)1 } 选出子列 {x(1)k }，使得该子列的第一项坐标形成的数列为收敛列.
以此类推，我们可以得到 {x(2)k }，使得该子列的第二项坐标形成的数

列为收敛列.
⋯⋯

到第 n步，得到 {x(n)k }，使得其一切坐标形成的数列均为收敛列，从
而知 {x(n)k } 是一个收敛点列.

设其极限为 x. 因为 {x(k)k } 是互异点列，故 x 为 E 的极限点. □

解答 4.4.1. 数列 {an} 单调递增有上界，数列 {bn} 单调递减有下界. 由
单调有界定理，极限 limn→∞ an = A 和 limn→∞ bn = B 均存在. 下证满足
条件的 ξ 唯一：

设 ξ′ 也满足

an ≤ ξ′ ≤ bn, n = 1, 2, . . . ,

由条件，有：

|ξ − ξ′| ≤ bn − an, n = 1, 2, . . . .

得：

|ξ − ξ′| ≤ lim
n→∞

(bn − an) = 0,

故有 ξ = ξ′. □

解答 4.4.2. 用反证法. 将 [a, b] 二等分为

[a,
a+ b

2
], [

a+ b

2
, b].

其中至少有一个区间不能被 H 的有限子族覆盖（否则两个都能有限覆盖

的话，整个 [a, b] 就能有限覆盖，与反证假设矛盾）. 选取一个这样的区
间，记为 [a1, b1].
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再对 [a1, b1]二等分，同理至少有一个子区间不能被有限覆盖，选取它

作为 [a2, b2]. 继续这个过程，得到一列闭区间 [a, b] ⊆ [a1, b1] ⊆ [a2, b2] ⊆ …
满足：

1. bn − an = b−a
2n → 0 (n → ∞)

2. 每个 [an, bn] 都不能被 H 的有限子族覆盖.
由闭区间套定理，存在唯一的 c ∈

⋂∞
n=1[an, bn] ⊂ [a, b].

因为 H 是 [a, b] 的开覆盖，所以存在开集 H0 ∈ H 使得 c ∈ H0。H0

是开集，所以存在 ϵ > 0 使得开区间 (c− ϵ, c+ ϵ) ⊂ H0.
当 n 足够大时，bn − an ≤ ϵ/2，并且 c ∈ [an, bn]，容易推出

[an, bn] ⊂ (c− ϵ, c+ ϵ) ⊂ H0

因为 H0 本身是 H 中的一个开集，所以单独的 H0 就是 H 的一个有

限子族，它覆盖了 [an, bn].
这与 [an, bn] 的选取性质（不能被 H 的有限子族覆盖）矛盾. 因此，

反证假设不成立，即 [a, b] 一定能被 H 的某个有限子族覆盖. □
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第五章 函数极限

5.1 函数极限的定义与性质

题目 5.1.1. 设 f : R → R 在任一闭区间上有界，且满足

lim
x→ +∞

f(f(x)) = +∞

求证：limx→ +∞ f(x) = ∞.

定义 5.1.1. （振幅）设函数 f 在 x0 的某个邻域内有定义，令

ωf(x0) = lim
δ→0+

sup{|f(x′)− f(x′′)| : x′, x′′ ∈ U(x0, δ)}

我们称 ωf(x0) 为 f 在 x0 处的振幅.

定义 5.1.2. （上半连续）设函数 f 在 x0 的某个邻域内有定义，我们称

f 在 x0 处上半连续，如果对于任意的 ϵ > 0，存在 δ > 0，使得对任意的

x ∈ U(x0, δ)，有 f(x) < f(x0) + ϵ.

题目 5.1.2. 为了讨论方便，我们以下假定 f 有界.

(1) 证明 f 在 x0 处的振幅是良定的，即其定义式中的极限存在.

(2)（数学 II，P1）证明 f 在 x0 处连续，即 limx→x0
f(x) = f(x0) 当

且仅当 ωf(x0) = 0.

(3) 举出反例说明 ωf 不一定连续，并证明 ωf 是上半连续的.

49
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5.2 *Lipschitz 连续

定义 5.2.1 (Lipschitz连续). 设函数 f 在区间 I 上有定义，若存在 L ∈ R，
使得：

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|, ∀ x, y ∈ I

则称 f 在区间 I 上 Lipschitz 连续.

定义 5.2.2 (一致连续). 设函数 f 在区间 I 上有定义，如果对于任意的

ϵ > 0，总存在 δ > 0，使得在区间 I 上的任意两点 x′ 和 x′′，当满足

|x′ − x′′| < δ 时，|f(x′)− f(x′′)| < ϵ 恒成立，则称函数 f 在区间 I 上一

致连续.

题目 5.2.1. 设函数 f 在区间 I 上有定义，若 f 在区间 I 上 Lipschitz 连
续，则 f 在区间 I 上一致连续.

题目 5.2.2 (数学 I，P15). 设非空集合 A ⊆ R，定义映射 d : R → R 满足

d(x) = inf{|x− y|; y ∈ A}

求证 d 是 Lipschitz 连续的.

题目 5.2.3. (1) 设 f : R → R 是 Lipschitz 连续函数，且存在常数 L > 0

使得

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|, ∀x, y ∈ R.

证明函数 g(x) = |f(x)| 也是 Lipschitz 连续的，并确定其 Lipschitz 常数
L.

(2) 设 f, g : R → R 都是 Lipschitz 连续函数，且分别满足：

|f(x)− f(y)| ≤ L1|x− y|, |g(x)− g(y)| ≤ L2|x− y|, ∀x, y ∈ R.

假设 f 和 g 都是有界函数，即存在 M > 0 使得 |f(x)| ≤ M，|g(x)| ≤ M

对所有 x ∈ R 成立. 证明：乘积函数 h(x) = f(x)g(x) 也是 Lipschitz 连
续的.
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5.3 解答

解答 5.1.1. 用反证法. 假设 limx→ +∞ f(x) = ∞不成立，即存在 M0 > 0，

使得对任意的 X > 0，存在 x > X 满足 |f(x)| < M . 从而我们取
X1 = 1 得到 x1，归纳地取 Xn+1 = xn，得到一个正无穷大量 {xn} 满足
|f(xn)| < M0.

从而由于 f 在 [−M0,M0] 上有界，我们知道 {f(f(xn))} 是一个有界
数列，这与 Heine 归结原理所要求的 f(f(xn)) → +∞ (xn → +∞) 矛盾！

解答 5.1.2. (1) 给定 f 和 x0，我们对使得 f 在 U(x0, δ) 内有定义的 δ 定

义

g(δ) = sup{|f(x′)− f(x′′)| : x′, x′′ ∈ U(x0, δ)}

从而只需证明 limδ→0+ g(δ) 存在.
我们先证明 g 是增函数. 事实上，对任意的 δ1 < δ2，显见

{|f(x′)− f(x′′)| : x′, x′′ ∈ U(x0, δ1)} ⊆ {|f(x′)− f(x′′)| : x′, x′′ ∈ U(x0, δ2)}

从而 g(δ1) ≤ g(δ2).
我们再证明 limδ→0+ g(δ) = inf g. 事实上，对任意的 ϵ > 0，存在 δ0

使得 g(δ0) < inf g + ϵ，从而对任意的 δ ∈ (0, δ0) 有 0 ≤ g(δ) − inf g < ϵ.
这就是说 limδ→0+ g(δ) = inf g.

(2)必要性. 对任意 ϵ > 0，存在 δ0 > 0，使得对任意 x′, x′′ ∈ U(x0, δ0)，

有

|f(x′)− f(x0)| <
ϵ

2
, |f(x′′)− f(x0)| <

ϵ

2

于是当 δ < δ0 时，对任意 x′, x′′ ∈ U(x0, δ) 有

|f(x′)− f(x′′)| ≤ |f(x′)− f(x0)|+ |f(x′′)− f(x0)| < ϵ

故 ϵ是 {|f(x′)−f(x′′)| : x′, x′′ ∈ U(x0, δ)}的一个上界，这就是说 g(δ) < ϵ，

于是由极限定义知 ωf(x0) = limδ→0+ g(δ) = 0.
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充分性. 我们固定 x′′ = x0，于是对任意 ϵ > 0，存在 δ0 > 0，使得当

δ < δ0 时有

|f(x′)− f(x0)| ≤ g(δ) < ϵ

这就是说 f 在 x0 处连续.
(3) 反例：取 f = sgn，即

f(x) =


1, x > 0

0, x = 0

−1, x < 0

此时有

ωf(x) =

{
0, x ̸= 0

2, x = 0

也就是说 f 的跳跃间断点对应着 ωf 的可去间断点.
下面我们证明 ωf 是上半连续的. 事实上，对任意的 ϵ > 0，存在

δ > 0，使得

sup{|f(x′)− f(x′′)| : x′, x′′ ∈ U(x0, 2δ)} < ωf(x0) + ϵ

从而对任意的 x ∈ U(x0, δ)，我们有 U(x, δ) ⊆ U(x0, 2δ)，故

sup{|f(x′)− f(x′′)| : x′, x′′ ∈ U(x, δ)} < ωf(x0) + ϵ

这就是说 ωf(x) < ωf(x0) + ϵ.
评注 振幅这一概念对于函数的连续性作出了深刻的刻画，有助于

人们进一步研究函数的连续点集的性质. 事实上，本题中 (3) 的逆命题也
是成立的，即任一定义在开集上的非负上半连续函数都是某个函数的振

幅.

解答 5.2.1. 设 f 是 Lipschitz 连续的，则存在常数 L ≥ 0，使得对任意

x, y ∈ I，有

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|.

考虑两种情况：
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1. 若 L = 0：

则对任意 x, y ∈ R，有 |f(x)− f(y)| = 0，即 f 为常数函数. 显然常
数函数一致连续.

2. 若 L > 0：

对任意 ε > 0，取 δ =
ε

L
> 0. 则当 |x− y| < δ 时，

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y| < L · ε
L

= ε.

故 f 一致连续.

综上，f 在两种情况下均一致连续.

解答 5.2.2. 我们先给出这样一个引理：设 f : I → R，y ∈ R，集合 A 是

I 的非空子集. 如果
f(x) ≥ y (∀ x ∈ A)

那么

inf
x∈A

f(x) ≥ y.

引理的证明：用反证法. 假设 infx∈A f(x) < y，则由下确界的定义：

∃x0 ∈ A, f(x0) < y

这与 f(x) ≥ y (∀ x ∈ A) 矛盾！于是引理得证.
回到原题. ∀x, z ∈ R, y ∈ A：

inf
y∈A

|x− y| ≤ |x− y| ≤ |z − y|+ |x− z|

由引理：

inf
y∈A

|x− y| ≤ inf
y∈A

|z − y|+ |x− z|

即

d(x)− d(z) ≤ |x− z|

同理可得 d(z) − d(x) ≤ |z − x| = |x − z|，于是 ∃L = 1，|d(x) − d(y)| ≤
L|x− y|, ∀ x, y ∈ R. 这就是说，d Lipschitz 连续.
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解答 5.2.3. (1) 对任意 x, y ∈ R，由三角不等式和已知条件得：∣∣|f(x)| − |f(y)|
∣∣ ≤ |f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|.

因此 g(x) = |f(x)| 是 Lipschitz 连续的，且 Lipschitz 常数不超过 L（实

际上可取为 L）.
(2) 对任意 x, y ∈ R，有

|h(x)− h(y)| = |f(x)g(x)− f(y)g(y)|

= |f(x)g(x)− f(x)g(y) + f(x)g(y)− f(y)g(y)|

≤ |f(x)||g(x)− g(y)|+ |g(y)||f(x)− f(y)|

≤ M · L2|x− y|+M · L1|x− y|

= M(L1 + L2)|x− y|.

因此 h 是 Lipschitz 连续的，Lipschitz 常数为 M(L1 + L2).
（注：若无有界性条件，乘积函数不一定保持 Lipschitz 连续性. ）
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