
前 言 

各位即将进入预科二的同学们好！少年班的数学课程十分重要，它不仅是学年末

将要进行的专业选择与试验班选拔的重要参考依据，更是是日后进入理、工等各门类

专业学习的基础。为了让大家更好地完成预科二数学课程的学习，笔者整理了这份资

料，希望能为各位同学带来帮助。 

 

本资料包含以下三个部分： 

1. “数学 I 作业题与解答合集”（P2～17） 

这一部分是笔者在思源学堂上提交的数学 I 作业的合订本，仅包含陈虎民老师布置

的作业，可供日常学习与考前复习参考。但是，两位老师所布置的作业如与本资料中

题目雷同，还请各位同学认真思考，独立完成作业，这样作业的练习效果才能实现。 

2. “数学 II 作业题与解答合集”（P18～27） 

这一部分是笔者在思源学堂上提交的数学 II 作业的合订本；不同的是，本学期两

位老师布置的作业相同，本部分包含了所有的作业。 

3. “数学 II 复习笔记”（P28～53） 

这一部分是笔者于考前的周末（6.7～6.8）复习时完成的手写笔记，参考价值较为

有限，且数学 II 课程授课内容与考试难度波动较大，还请各位同学选择性地参考。同

时，鉴于笔者能力有限，且完成时间仓促，如有错误或不当之处欢迎交流指正。 

此外，关于 23级少年班预科二数学课程的资料还有韩一宁等同学编写的期末复习

手册与笔者编写的两学期期末试题回忆与解答等，均可在少学组群中找到。 

 

感谢少年班历届学长学姐对我们学习生活的帮助，笔者也希望能够将这种互帮互

助、交流分享的精神传承下来，是有此资料。笔者与同学们一样迫切地希望着这份资

料能为大家的数学学习带来哪怕是一丝一毫的帮助。 

最后预祝同学们度过精彩的预科二生活，愿大家不吝汗水，不负热爱，学业有

成，诸事顺遂。 

少年班 2302 / 25 级数试 张杰铭 

2025 年 7月 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

第一部分 

 

数学 I 作业题与解答合集 



第一次作业

少年班 2302 张杰铭

题目 1 设 A,B 是任意两个非空集合，定义 A,B 的对称差：
A+⃝B = (A− B) ∪ (B − A)，证明：(A+⃝B)+⃝C = A+⃝(B+⃝C).

证明

x ∈ (A+⃝B)+⃝C ⇔ x ∈ [(A− B) ∪ (B − A)]+⃝C

⇔ (x ∈ (A− B) ∪ (B − A) ∧ x /∈ C) ∨ (x /∈ (A− B) ∪ (B − A) ∧ x ∈ C)

⇔ x ∈ A ∩B ∩ C ∨ x ∈ A− (B ∪ C) ∨ x ∈ B − (C ∪ A) ∨ x ∈ C − (A ∪ B)

⇔ (x ∈ (B − C) ∪ (C − B) ∧ x /∈ A) ∨ (x /∈ (B − C) ∪ (C − B) ∧ x ∈ A)

⇔ x ∈ A+⃝(B+⃝C)

题目 2 某工厂装备 30 辆汽车，可供选择的设备是收音机，空气调节机和对讲
机. 已知其中 15 辆汽车有收音机，8 辆有空气调节机，6 辆有对讲机，而且其
中三辆汽车这三种设备都有，问至少多少辆汽车没有提供任何设备？

解 设集合 A,B,C 分别表示装备有收音机、空气调节机、对讲机的汽车，则
由题意得：

|A| = 15, |B| = 8, |C| = 6

|A ∩ B ∩ C| = 3

由容斥原理：

|A ∪ B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩ B| − |B ∩ C| − |C ∩ A|+ |A ∩ B ∩ C|

≤ 15 + 8 + 6− 3− 3− 3 + 3 = 23

而当不存在恰好装备两种设备的车辆时，不等式成立. 故至少 7 辆汽车没有提
供任何设备.

题目 3 若 A = {α, β}, B = {1, 2, 3}，求 A× B,B × A,A× A,B × B 以及
A× B ∩ B × A.
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解
A× B = {(α, 1), (α, 2), (α, 3), (β, 1), (β, 2), (β, 3)}

B × A = {(1, α), (1, β), (2, α), (2, β), (3, α), (3, β)}

A× A = {(α, α), (α, β), (β, α), (β, β)}

B × B = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3)}

A× B ∩ B × A = ∅.

题目 4 设 A,B,C 是任意三个非空集合，证明：
A× (B ∪ C) = (A× B) ∪ (A× C)，A× (B ∩ C) = (A× B) ∩ (A× C).

证明

(x, y) ∈ A× (B ∪ C) ⇔ x ∈ A ∧ y ∈ B ∪ C

⇔ (x ∈ A ∧ y ∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ y ∈ C)

⇔ (x, y) ∈ (A× B) ∪ (A× C)

(x, y) ∈ A× (B ∩ C) ⇔ x ∈ A ∧ y ∈ B ∩ C

⇔ (x ∈ A ∧ y ∈ B) ∧ (x ∈ A ∧ y ∈ C)

⇔ (x, y) ∈ (A× B) ∩ (A× C)

题目 5 设 A,B,C,D 是四个非空集合，证明：A× B ⊆ C ×D 的充要条件是
A ⊆ C 且 B ⊆ D.

证明

A× B ⊆ C ×D ⇔ ((x, y) ∈ A× B ⇒ (x, y) ∈ C ×D)

⇔ ((x ∈ A ∧ y ∈ C) ⇒ (x ∈ B ∧ y ∈ D))

⇔ (x ∈ A ⇒ x ∈ C) ∧ (y ∈ B ⇒ y ∈ D)

⇔ A ⊆ C ∧ B ⊆ D

题目 6 设 A = {1, 2, 3}，求 IA.

解
IA = {(1, 1), (2, 2), (3, 3)}.
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题目 7 设 X = {1, 2, 3, 4}，若 H = {(x, y)|x−y
2

∈ Z, x, y ∈ X}，
S = {(x, y)|x−y

3
∈ Z+, x, y ∈ X}，求 H ∪ S,H ∩ S,H − S.

解 依题意得：

H = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (1, 3), (3, 1), (2, 4), (4, 2)}

S = {(4, 1)}

故
H ∪ S = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (1, 3), (3, 1), (2, 4), (4, 2), (4, 1)}

H ∩ S = ∅

H − S = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (1, 3), (3, 1), (2, 4), (4, 2)}.

题目 8 设 R = {(1, 2), (3, 4), (2, 2)}, S = {(4, 2), (2, 5), (3, 1), (1, 3)}，求 R ◦ S，
S ◦R，R ◦ (S ◦R).

解
R ◦ S = {(4, 2), (3, 2), (1, 4)}

S ◦R = {(1, 5), (3, 2), (2, 5)}

R ◦ (S ◦R) = {(3, 2)}.

题目 9 设 T 是从 X 到 Y 的二元关系，S 是从 Y 到 Z 的二元关系，证明：
(S ◦ T )−1 = T−1 ◦ S−1

证明

(z, x) ∈ (S ◦ T )−1 ⇔ (x, z) ∈ S ◦ T

⇔ ∃y ((x, y) ∈ T ∧ (y, z) ∈ S)

⇔ ∃y ((z, y) ∈ S−1 ∧ (y, x) ∈ T−1)

⇔ (z, x) ∈ T−1 ◦ S−1

题目 10 若 f : X → Y, g : Y → Z 均为双射，证明：(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.

证明 由于映射必为二元关系，则本题的证明在上题已经给出.
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第二次作业

少年班 2302 张杰铭

题目 1 用 Hölder 不等式证明 Young 不等式：设 a, b > 0, p, q > 1, 1
p
+ 1

q
= 1，则

a
1
p b

1
q ≤ a

p
+ b

q
，当且仅当 a = b 等号成立.

证明 定义函数 f : {0} ∪ R+ → R

f(x) =

{
(a

x

p
+ bx

q
)

1
x , x > 0

a
1
p b

1
q , x = 0

∀ 0 < x1 < x2，由 Hölder 不等式：

f(x2) = (
1

p
+

1

q
)

1
x1

− 1
x2 (

ax2

p
+

bx2

q
)

1
x2

≥ [(
1

p
)

x2−x1
x2

(
ax2

p
)

x1
x2

+ (
1

q
)

x2−x1
x2

(
bx2

q
)

x1
x2

]
1
x1

= (
ax1

p
+

bx1

q
)

1
x1

= f(x1)

(1)

这就是说，f(x) 在 (0,+∞) 上单调递增. 事实上，

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(
ax

p
+

bx

q
)

1
x

= exp [ lim
x→0+

ln (a
x

p
+ bx

q
)

x
]

= exp ( lim
x→0+

ax

p
ln a+ bx

q
ln b

ax

p
+ bx

q

)

= exp (
ln a

p
+

ln b

q
)

= a
1
p b

1
q

= f(0)

由 (1) 可知，∀ x ∈ (0, 1)，我们有：

f(x) ≤ f(1)

由极限的保号性：
f(0) = lim

x→0+
f(x) ≤ f(1)
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即
a

1
p b

1
q ≤ a

p
+

b

q

取等条件即是 (1) 中 Hölder 不等式的取等条件：
1
p

1
p
+ 1

q

=
ax2
p

ax2
p

+ bx2
q

1
q

1
p
+ 1

q

=
bx2
q

ax2
p

+ bx2
q

即
a = b

题目 2 用 Hölder 不等式求 f(x) = p√
sinx

+ q√
cosx 的值域，其中

x ∈ (0, π
2
), p, q > 0.

解 由 Hölder 不等式：

[(p
4
5 sin− 2

5 x)
5
4 + (q

4
5 cos− 2

5 x)
5
4 ]

4
5 [(sin 2

5 x)5 + (cos 2
5 x)5]

1
5

≥ p
4
5 sin− 2

5 x sin 2
5 x+ q

4
5 cos− 2

5 x cos 2
5 x = p

4
5 + q

4
5

即
f(x) =

p√
sinx

+
q√

cosx ≥ (p
4
5 + q

4
5 )

5
4

等号在 x = arctan(p
q
)
2
5 时取到. 而另一方面，当 x 足够小，f(x) 总能取到任意

大的值，于是 f(x) 的值域为：

[(p
4
5 + q

4
5 )

5
4 ,+∞).
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第三次作业

少年班 2302 张杰铭

题目 1 设 x, y, z 均为正数，且 x+ y + z = 1，求 f(x, y, z) = xy2z3 的最大值.

解 由 AM-GM 不等式

f(x, y, z) = xy2z3

= 108 · [x · (y
2
) · (y

2
) · (z

3
) · (z

3
) · (z

3
)]

≤ 108 · (
x+ y

2
+ y

2
+ z

3
+ z

3
+ z

3

6
)6

=
1

432

当且仅当 x = y
2
= z

3
，即

x =
1

6
, y =

1

3
, z =

1

2

时取到等号.

题目 2 已知 θ1, θ2, ..., θn 均为锐角，且 tan θ1 · tan θ2 · ... · tan θn = 1，求
sin θ1 · sin θ2 · ... · sin θn 的最大值.

解 由 tan θ1 · tan θ2 · ... · tan θn = 1 得

sin θ1 · sin θ2 · ... · sin θn = cos θ1 · cos θ2 · ... · cos θn

而由 AM-GM 不等式，∀ 1 ≤ i ≤ n

sin θi · cos θi ≤
sin2 θi + cos2 θi

2
=

1

2

于是得

sin θ1 · sin θ2 · ... · sin θn

=
√
(sin θ1 · sin θ2 · ... · sin θn)(cos θ1 · cos θ2 · ... · cos θn)

=
√
(sin θ1 · cos θ1)(sin θ2 · cos θ2)...(sin θn · cos θn)

≤ 2−
n
2

当且仅当
θ1 = θ2 = ... = θn =

π

4
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时取到等号.

题目 3 设 f(x) = lg 1x+2x+...+(n−1)x+anx

n
. 若 0 ≤ a ≤ 1, n ≥ 2，求证：

f(2x) ≥ 2f(x).

证明 要证 f(2x) ≥ 2f(x)，只需证

12x + 22x + ...+ (n− 1)2x + an2x

n
≥ (

1x + 2x + ...+ (n− 1)x + anx

n
)2

由于 0 ≤ a ≤ 1，且 nx > 0，即得

1x + 2x + ...+ (n− 1)x +
√
anx

n
≥ 1x + 2x + ...+ (n− 1)x + anx

n

故只需证

12x + 22x + ...+ (n− 1)2x + an2x

n
≥ (

1x + 2x + ...+ (n− 1)x +
√
anx

n
)2 (1)

事实上，由 Cauchy 不等式

(
12x + 22x + ...+ (n− 1)2x + an2x

n
)(
1

n
+

1

n
+ ...+

1

n
)

≥ (
1x + 2x + ...+ (n− 1)x +

√
anx

n
)2

其中 1
n
+ 1

n
+ ...+ 1

n
是 n 个 1

n
的和.

即 (1) 式成立. 从而原命题便得到了证明.
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第四次作业

少年班 2302 张杰铭

题目 1 证明：圆内接 n 边形中，正 n 边形面积最大.

证明 将圆的圆心设为 O，半径设为 1. 则正 n 边形的面积为

Sn =
n

2
· sin 2π

n
(n ≥ 3)

容易知道，Sn 随 n 的增加单调增加. 考虑圆周上任意 n 点 A1, A2, ..., An 组成
的 n 边形，记其面积为 S ′

n. 并记

θi = ̸ AiOAi+1 (θ = 1, 2, ..., n, An+1 = A1)

若存在一条直径，使得该 n 个点均分布在直径上或其一侧，则有：

θn = θ1 + θ2 + ...+ θn−1

进而可得：
S ′
n =

1

2
· (sin θ1 + sin θ2 + ...+ sin θn−1 − sin θn)

由于 sinx 在 [0, π] 上为上凸函数，由 Jensen 不等式：

S ′
n =

1

2
· (sin θ1 + sin θ2 + ...+ sin θn−1 − sin θn)

<
1

2
· (sin θ1 + sin θ2 + ...+ sin θn−1)

≤ n− 1

2
· sin θn

n− 1

≤ n− 1

2
· sin π

n− 1

< Sn

否则，对于任意一条直径，总存在两个顶点在其两侧，则有：

θ1 + θ2 + ...+ θn−1 + θn = 2π

进而可得：

S ′
n =

1

2
· (sin θ1 + sin θ2 + ...+ sin θn−1 + sin θn) ≤ Sn

1



题目 2 设正实数 a1, a2, ..., an 的任一排列为 b1, b2, ..., bn，用排序不等式证明：

a1
b1

+
a2
b2

+ ...+
an
bn

≥ n

证明 不妨设 a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an. 由题意得，正实数 1
an
, 1
an−1

, ..., 1
a1
的任一排列

为 1
b1
, 1
b2
, ..., 1

bn
，其由大到小的一个排列为 1

a1
, 1
a2
, ..., 1

an
. 由排序不等式：

a1
b1

+
a2
b2

+ ...+
an
bn

≥ a1
a1

+
a2
a2

+ ...+
an
an

= n

当且仅当
a1 = a2 = ... = an

时等号成立.

题目 3 用上题结论证明均值不等式：若 a1, a2, ..., an 均为正数，则：

a1 + a2 + ...+ an
n

≥ n
√
a1a2...an

证明 先证 a1a2...an = 1 时的情形. 不妨设

p1 = 1

pi = aipi−1 (i = 2, 3, ..., n)

于是可得：
p1 = a1pn

则由上题的结论，我们得到：

a1 + a2 + ...+ an =
p1
pn

+
p2
p1

+ ...+
pn
pn−1

≥ n

而当 a1a2...an ̸= 1 时，记

bi =
ai

n
√
a1a2...an

(i = 1, 2, ..., n)

则此时 b1b2...bn = 1. 于是有：

a1 + a2 + ...+ an
n

=
n
√
a1a2...an

n
· (b1 + b2 + ...+ bn) ≥ n

√
a1a2...an

2



第五次作业

少年班 2302 张杰铭

题目 1 若 f(x) 的定义域为 (0,+∞)，且满足：∃a ∈ (1,+∞), f(a) = 1；当
m ∈ R, x ∈ (0,+∞) 时，有 f(xm)−mf(x) = 0 恒成立.
(1) 证明：f(x

y
) = f(x)− f(y)，∀x, y ∈ (0,+∞)；

(2) 判断 f(x) 在 (0,+∞) 上的单调性，并证明你的结论；
(3) 若 t > 0 时，不等式 f(t2 + 4)− f(t) ≥ 1 恒成立，求实数 a 的取值范围.

解 (1) 证明：由于 x, y > 0：

f(
x

y
) = f(elnx−ln y) = (lnx− ln y)f(e) = f(elnx)− f(eln y) = f(x)− f(y)

(2) 函数 f(x) 在 (0,+∞) 上是严格增的. 事实上：

f(x) = f(aloga x) = f(a) loga x = loga x =
lnx

ln a

由对数函数严格增的性质，结合 a ∈ (1,+∞)，可得 f(x) 在 (0,+∞) 上是严格
增的.
(3) 由 (1) 的结论，原不等式可以化为：

f(t+
4

t
) ≥ f(a)

由 (2) 的结论，上式等价于：
t+

4

t
≥ a

而 t > 0 时，t+ 4
t
≥ 4 恒成立. 且 2 + 4

2
. 于是：

a ∈ (1, 4]

题目 2 若函数 f(x) = sin (x+ θ) 是偶函数，求 θ.

解 由偶函数的定义，即 ∀x ∈ R，有：

sin (x+ θ) = sin (−x+ θ)

于是
sinx cos θ = 0

1



恒成立. 由于 x 的任意性，恒有 cos θ = 0. 故

θ = kπ +
π

2
(k ∈ Z)

2



第六次作业

少年班 2302 张杰铭

题目 1 已知 sin (x+ 20◦) = cos (x+ 10◦) + cos (x− 10◦)，求 tanx 的值.

解 原方程可化为

sinx cos 20◦ + cosx sin 20◦ = 2 cosx cos 10◦

于是

tanx =
2 cos 10◦ − sin 20◦

cos 20◦

=
2(cos 10◦ − sin 30◦ sin 20◦)

cos 20◦

=
2 cos 30◦ cos 20◦

cos 20◦
=

√
3.

题目 2在 △ABC 中，sinA cos2 C
2
+ sinC cos2 A

2
= 3

2
sinB，求 cos A−C

2
− 2 sin B

2
.

解 原方程可化为：

sinA(1 + cosC) + sinC(1 + cosA) = 3 sinB

sinA+ sinC = 3 sinB − sin (A+ C) = 2 sinB

因此

(cos A− C

2
− 2 sin B

2
) cos B

2
=

1

2
[cos A+B − C

2
+ cos C +B − A

2
]− sinB

=
1

2
(sinA+ sinC)− sinB

= 0.

由于 cos B
2
̸= 0，故

cos A− C

2
− 2 sin B

2
= 0.

题目 3 求值：arctan 1
7
+ 2 arcsin 1√

10
.

1



解 不妨记
α = arctan 1

7

β = arcsin 1√
10

于是可得

sinα =

√
2

10
, cosα =

7
√
2

10

sin β =
1√
10

, cos β =
3√
10

故
sin 2β =

3

5
, cos 2β =

4

5

于是

sin (α + 2β) = sinα cos 2β + cosα sin 2β =

√
2

2

cos (α + 2β) = cosα cos 2β − sinα sin 2β =

√
2

2

由于 α + 2β ∈ (0, 2π)，故
α + 2β =

π

4
.
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第八次作业

少年班 2302 张杰铭

题目 1 用复数求值：tan 20◦ + 4 sin 20◦.

解 用三角法求解：

tan 20◦ + 4 sin 20◦ =
sin 20◦ + 4 sin 20◦ cos 20◦

cos 20◦

=
sin 20◦ + 2 sin 40◦

cos 20◦

= 2 · cos 60◦ sin 20◦ + sin (60◦ − 20◦)

cos 20◦
=

√
3.

注 本题我没有想到太好的复数方法. 较为自然的想法是用复数的指数函数表
示三角函数，即

cosx =
eix + e−ix

2

sinx =
eix − e−ix

2i

后再进行计算. 然而，这样的做法缺少引入复数的动机，且计算中的一些构造思
路仍是由三角函数变形的方法所取得，不能带来更多的启发. 因此仍采用了三
角法完成本题. 以下是老师课上给出的解法，确实巧妙.

正解 设 z = cos 20◦ + i sin 20◦. 则有：

z3 =
1 +

√
3i

2

由于 |z| = 1，所以 z̄ = 1
z
，于是得到：

cos 20◦ = z + z̄

2
=

z2 + 1

2z

sin 20◦ =
z − z̄

2i
=

z2 − 1

2iz

1



代入得到：

tan 20◦ + 4 sin 20◦ =
1

i
· z

2 − 1

z2 + 1
+ 2 · z

2 − 1

zi

=
z(z2 − 1) + 2(z2 + 1)(z2 − 1)

i · z(z2 + 1)

=

√
3iz − 3

2
+

√
3
2
i

iz −
√
3
2
+ 1

2
i

=
√
3.

题目 2 设有四边形 ABCD，其中 A，B，C，D 为逆时针方向。利用复数证明：

AB · CD + AD · BC ≥ AC · BD.

证明 由于四边形 ABCD 在一个平面上，则可以用

z1, z2, z3, z4 ∈ C

分别表示 A，B，C，D 四个点. 由于

(z1 − z2)(z3 − z4) + (z1 − z4)(z2 − z3) = (z1 − z3)(z2 − z4)

由绝对值不等式可得

|(z1 − z2)(z3 − z4)|+ |(z1 − z4)(z2 − z3)|

≥ |(z1 − z2)(z3 − z4) + (z1 − z4)(z2 − z3)| = |(z1 − z3)(z2 − z4)|

进而得
AB · CD + AD · BC ≥ AC · BD

取等号时，有 (z1 − z2)(z3 − z4) 与 (z1 − z4)(z2 − z3) 共线，即交比

[z1, z2, z3, z4] ∈ R

由于 A，B，C，D 形成一个四边形，则它们不共线. 故取等条件为：A，B，C，
D 四点共圆.
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第三周作业

少年班 2302 张杰铭

题目 1 求极限 limn→+∞
2n

n!

解 由于 n! = 1× 2× 3× … × n > 2× 3n−2，我们有：

0 <
2n

n!
<

2n

2× 3n−2
=

9

2
· (2
3
)n

而 limn→+∞
9
2
· (2

3
)n = 0. 由夹逼准则知：

lim
n→+∞

2n

n!
= 0.

题目 2 求极限 limn→+∞
1

4n2+1
+ 2

4n2+2
+ … + n

4n2+n
.

解 由于

1

4n2 + n
+

2

4n2 + n
+…+ n

4n2 + n
<

1

4n2 + 1
+

2

4n2 + 2
+…+ n

4n2 + n
<

1

4n2
+

2

4n2
+…+ n

4n2

而我们知道：

lim
n→+∞

1

4n2 + n
+

2

4n2 + n
+ … +

n

4n2 + n
=

n(n+ 1)

2(4n2 + n)
= lim

n→+∞

n+ 1

8n+ 2
=

1

8

lim
n→+∞

1

4n2
+

2

4n2
+ … +

n

4n2
=

n(n+ 1)

2 · 4n2
= lim

n→+∞

n+ 1

8n
=

1

8

由夹逼准则知：

lim
n→+∞

1

4n2 + 1
+

2

4n2 + 2
+ … +

n

4n2 + n
=

1

8
.

1



第四周作业

少年班 2302 张杰铭

题目 1 设 a1 = 2，an+1 =
1
2
(an +

1
an
)，n = 1, 2,…. 证明 limn→+∞ an 存在，并求

limn→+∞ an.

解 先证 limn→+∞ an 存在. 对于任意的正整数 n，显见 an > 0. 于是：

an+1 =
1

2
(an +

1

an
) =

1

2
(
√
an −

1
√
an

)2 + 1 ≥ 1

这就是说，{an} 有下界. 以下证明 {an} 单调递减. 事实上：

an+1 =
1

2
(an +

1

an
) ≤ 1

2
(an + an) = an

于是得到 limn→+∞ an 存在.
设 limn→+∞ an = A. 由于 an > 0，由极限的保号性，A ≥ 0. 于是有：A = 1

2
(A+ 1

A
)

A ≥ 0

解得 A = 1. 即
lim

n→+∞
an = 1.

1



第五周作业

少年班 2302 张杰铭

题目 1 设 limx→∞[
√
4x2 + 6x+ 5− (ax+ b)] = 0，求 a, b.

解 由于
√
4x2 + 6x+ 5− (ax+ b) =

[
√
4x2 + 6x+ 5− (ax+ b)][

√
4x2 + 6x+ 5 + (ax+ b)]√

4x2 + 6x+ 5 + (ax+ b)

=
4x2 + 6x+ 5− (ax+ b)2√
4x2 + 6x+ 5 + (ax+ b)

=
(4− a2)x+ 6− 2ab+ 5−b2

x√
4 + 6

x
+ 5

x2 + a+ b
x

而 limx→∞

√
4 + 6

x
+ 5

x2 + a+ b
x
= 2 + a，则原极限为 0 的一个必要条件是

4− a2 = 0. 即
a = ±2

当 a = 2 时，limx→∞

√
4 + 6

x
+ 5

x2 + a+ b
x
= 4，则还要有 6− 2ab = 0，即

b = 3
2
，此时满足题意.

当 a = −2 时，无论 b 的取值，当 x 充分大时有
√
4x2 + 6x+ 5− (ax+ b) =

√
4x2 + 6x+ 5+ 2x− b > 2x，此时显然不收敛于 0.

综上所述，所有满足要求的 a, b 为

a = 2, b =
3

2

题目 2 求 limx→1
(1−

√
x)(1− 3√x)···(1− n√x)

(1−x)n−1 .

解 对任意的正整数 k ≥ 2，我们有

1− k
√
x

1− x

t= k√x
=====

1− t

1− tk
=

1

1 + t+ · · ·+ tk−1

于是得到

lim
x→1

1− k
√
x

1− x
= lim

t→1

1

1 + t+ · · ·+ tk−1
=

1

k
故

lim
x→1

(1−
√
x)(1− 3

√
x)(1− n

√
x)

(1− x)n−1
= lim

x→1

1−
√
x

1− x

1− 3
√
x

1− x
· · · 1−

n
√
x

1− x
=

1

n!

1



第五周作业

少年班 2302 张杰铭

题目 1 设 f(x) = xeax − ex. 当 x > 0 时，f(x) < −1. 求 a 的取值范围.

解 设 g(x) = ex，h(x) = xeax，其中 h 与 a 有关. 于是 f(x) < −1 即

g(x)− g(0) > h(x)− h(0)

对任意的 x > 0，显见 g, h 在 [0, x] 上连续，在 (0, x) 上可导. 由 Cauchy 中值
定理，存在 ξ ∈ (0, x)，使得

g(x)− g(0)

h(x)− h(0)
=

g′(ξ)

h′(ξ)

由于 h(x)− h(0) = xeax > 0，则 g(x)− g(0) > h(x)− h(0) 等价于

g′(ξ) > h′(ξ)

带入并化简得到
e(1−a)ξ > 1 + aξ

下面我们证明 a 的取值范围是 (−∞, 1
2
].

一方面，我们证明，对任意的 a ∈ (−∞, 1
2
]，当 x > 0 时有

g(x)− g(0) > h(x)− h(0). 事实上，此时对任意的 x，我们有

e(1−a)ξ > 1 + (1− a)ξ ≥ 1 + aξ

另一方面，我们证明，对任意的 a ∈ (1
2
,+∞)，存在 x0 > 0，使得 f(x0) ≥ −1.

当 a ≥ 1 时，f(1) = ea − e ≥ 0 > −1.
当 a ∈ (1

2
, 1) 时，由 Lagrange 中值定理，存在 ξ′ ∈ (0, x)

ex − x− 1

x
= eξ′ − 1 < ex − 1

进而有
ex < 1 + x+ x(ex − 1)

取 x0 =
1

1−a
ln a

1−a
，a ∈ (1

2
, 1) 保证了 x0 > 0. 于是有

e(1−a)ξ < 1 + (1− a)ξ + (1− a)ξ · (e(1−a)ξ − 1)

< 1 + (1− a)ξ + (1− a)ξ · (e(1−a)x0 − 1)

= 1 + aξ

综上所述，a 的取值范围是 (−∞, 1
2
].

1



第六周作业

少年班 2302 张杰铭

题目 1 已知函数
f(x) = cos(ax)− ln(1− x2)

若 x = 0 是 f(x) 的极大值点，求 a 的取值范围.

解 由 Taylor 公式

f(x) = cos(ax)− ln(1− x2)

= [1− a2x2

2
+

a4x4

24
+ o(x4)]− [−x2 − x4

2
+ o(x4)]

= 1 + (1− a2

2
)x2 + (

a4

24
+

1

2
)x4 + o(x4)

于是当 a ∈ (−∞,−
√
2) ∪ (

√
2,+∞) 时，x = 0 是 f(x) 的极大值点；当

a ∈ (−
√
2,
√
2) 时，x = 0 是 f(x) 的极小值点.

当 a = ±
√
2 时

f(x) =
2

3
x4 + o(x4)

于是在 x = 0 附近成立
f(x)− 1

x4
> 0

故
f(x) > f(0) = 1

这就是说，a = ±
√
2 时 x = 0 是 f(x) 的极小值点.

综上所述，a 的取值范围是 (−∞,−
√
2) ∪ (

√
2,+∞).

1



第七周作业

少年班 2302 张杰铭

题目 1 设 n ∈ N+. 证明：
∑n

k=1
1√

k2+k
> ln(n+ 1).

证明 我们先证 ∀k ∈ N+, 1√
k2+k

> ln(1 + 1
k
)，然后将其累加即可得到原命题.

设 f(x) = x√
1+x

− ln(1 + x). 求导函数并整理得

f ′(x) =
1

(1 + x)
3
2

(1 +
1

2
x−

√
1 + x)

当 x > 0 时，由于

1 +
1

2
x−

√
1 + x =

1
4
x2

1 + 1
2
x+

√
1 + x

> 0

于是此时 f ′(x) > 0. 故而我们得到，对任意 x > 0，存在 ξ ∈ (0, x) 使得

f(x)− f(0) = xf ′(ξ) > 0

因此，∀k ∈ N+，有

1√
k2 + k

− ln(1 + 1

k
) = f(

1

k
) > f(0) = 0

这就是说，∀k ∈ N+, 1√
k2+k

> ln(1 + 1
k
). 于是

n∑
k=1

1√
k2 + k

>
n∑

k=1

ln(1 + 1

k
) = ln(n+ 1)

1



第八周作业

少年班 2302 张杰铭

题目 1 设 f(x) = sin( 1
x
), x ∈ R\{0}. 证明：f 在 x = 0 点没有极限.

证明 用反证法. 设 limx→0 f(x) = a，即对任意的 ϵ > 0，存在 δ > 0，使得对
于任意的 x ∈ Ů(0, δ)，都有

|f(x)− a| < ϵ (1)

取 ϵ = 1，存在对应的 δ0. 取 n = [ 1
πδ0

] + 1. 命

x1 =
2

(4n+ 1)π
, x2 =

2

(4n− 1)π
,

于是得到
|x1| < |x2| <

1

nπ
< δ0

而 f(x1) = 1, f(x2) = −1. 代入 (1) 得|1− a| < 1

| − 1− a| < 1
(2)

然而

|1− a|+ | − 1− a| = |1− a|+ |1 + a| > |(1− a) + (1 + a)| = 2

这与 (2) 矛盾！

1



第九周作业

少年班 2302 张杰铭

题目 1 计算极限：

lim
x→0

√
1 + x cosx−

√
1 + x

x3

解 由于
√
1 + x cosx−

√
1 + x

x3

=
(
√
1 + x cosx−

√
1 + x)(

√
1 + x cosx+

√
1 + x)

x3(
√
1 + x cosx+

√
1 + x)

=
cosx− 1

x2
· 1√

1 + x cosx+
√
1 + x

故

lim
x→0

√
1 + x cosx−

√
1 + x

x3

= lim
x→0

cosx− 1

x2
· lim
x→0

1√
1 + x cosx+

√
1 + x

= −1

2
· 1
2

= −1

4

1



第十周作业

少年班 2302 张杰铭

题目 1 求极限：
lim
x→0

(1− sin 2x2)
1
x2

解 由于

lim
x→0

ln[(1− sin 2x2)
1
x2 ]

= lim
x→0

ln(1− sin 2x2)

x2

= lim
x→0

− sin 2x2

x2

= lim
x→0

−2x2

x2

= −2

故

lim
x→0

(1− sin 2x2)
1
x2

= exp(lim
x→0

ln[(1− sin 2x2)
1
x2 ])

= e−2

1
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