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1 (10 分) 设 f : R → R, x0 ∈ R. 记

ωn(x0) = sup
{
|f(x)− f(y)| : |x− x0| <

1

n
, |y − x0| <

1

n

}
, n = 1, 2, · · ·

证明：f 在 x0 点连续当且仅当 limn→+∞ ωn(x0) = 0.
证明 当 f 在 x0 点连续时：
对任意 ϵ > 0，存在 δ > 0，使得对任意 x, y ∈ Ů(x0, δ)，有

|f(x)− f(x0)| <
ϵ

2
, |f(y)− f(x0)| <

ϵ

2

于是存在 N = [1
δ
]，使得当 n > N 时有

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− f(x0)|+ |f(y)− f(x0)| < ϵ, ∀|x− x0| <
1

n
, |y − x0| <

1

n

故 ϵ 是 {|f(x)− f(y)| : |x− x0| < 1
n
, |y − x0| < 1

n
} 的一个上界，这就是说当

n > N 时有 ωn(x0) ≤ ϵ，于是由极限定义知 limn→+∞ ωn(x0) = 0.

当 limn→+∞ ωn(x0) = 0 时：
我们固定 y = x0，于是对任意 ϵ > 0，存在 N ∈ N+，使得当当 n > N 时有

|f(x)− f(x0)| ≤ ωn(x0) < ϵ

于是取 δ = 1
N+1
，则对任意 x ∈ Ů(x0, δ)，|f(x)− f(x0)| < ϵ，于是知 f 在 x0 点

连续.

2 (10 分) 证明如下的单调收敛定理：
设 an ∈ R, n = 1, 2, · · · , {an} 有界. 如果 {an} 单调增，则 {an} 收敛.
证明 我们用确界存在定理证明这一命题.
由确界存在定理，我们设 a = sup{an}. 下证 limn→+∞ an = a.
事实上，对任意 ϵ > 0，由于 a = sup{an}，存在 N ∈ N+ 使得 aN > a− ϵ. 于是
当 n > N 时，我们有

a− ϵ < aN ≤ an ≤ a

故而 |an − a| < ϵ. 由极限定义知 {an} 收敛于 a.
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3 (10 分) 证明如下的级数收敛的比率判别法：
设 an ∈ R, an 6= 0, n = 1, 2, · · · , limn→+∞

|an+1|
|an| = l. 如果

∑+∞
n=1 an 为正项级数

且 l < 1, 则
∑+∞

n=1 an 收敛；如果 l > 1, 则
∑+∞

n=1 an 发散.
证明 当

∑+∞
n=1 an 为正项级数且 l < 1 时：

由于 limn→+∞
an+1

an
= limn→+∞

|an+1|
|an| = l < 1，由极限的保序性，存在 N ∈ N+，

当 n > N 时有
an+1

an
<

1 + l

2

于是得到
+∞∑
n=1

an =
N∑

n=1

an +
+∞∑

n=N+1

an

<
N∑

n=1

an + aN+1 +
1 + l

2
aN+1 + (

1 + l

2
)2aN+1 + · · ·

=
N∑

n=1

an +
2

1− l
aN+1

故而正项级数
∑+∞

n=1 an 的部分和数列有上界，则收敛.

当 l > 1 时：
容易知道存在 N ∈ N+，当 n > N 时有

|an+1| ≥ |an|

于是对任意 n > N，|an| ≥ |aN+1|，而级数收敛要求 limn→+∞ an = 0，矛盾！

4 (10 分) 设 an ∈ R, n = 1, 2, · · · . 证明：如果
∑+∞

n=1 an 绝对收敛，则∑+∞
n=1 an 收敛.

证明 由于
∑+∞

n=1 an 绝对收敛，由 Cauchy 收敛原理，对任意 ϵ > 0，存在
N ∈ N+，使得对任意 n > N, p ∈ N+，有

||an|+ |an+1|+ · · ·+ |an+p|| < ϵ

于是对任意 ϵ > 0，存在 N ∈ N+，使得对任意 n > N, p ∈ N+，有

|an + an+1 + · · ·+ an+p| ≤ ||an|+ |an+1|+ · · ·+ |an+p|| < ϵ

这就是说
∑+∞

n=1 an 收敛.

5 (15 分) 设 A ⊂ R, A 6= ∅. 记

d(x) = inf{|x− y| : y ∈ A}, x ∈ R

设 x0 ∈ R, d(x0) > 0. 证明：如果 d 在 x0 点可导，则 |d′(x0)| = 1.
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证明 我们先给出这样一个引理：
设 R 的非空子集 A,B 下有界，则

infA ∪ B = min{infA, infB}

引理的证明：一方面，对任意 x ∈ A∪B，我们有 x ∈ A 或 x ∈ B，即 x ≥ infA
或 x ≥ infB，于是 x ≥ min{infA, infB}；
另一方面，不妨设 infA ≤ infB. 于是对任意 ϵ > 0，存在 x0 ∈ A 使得
x0 < infA− ϵ，于是存在 x0 ∈ A ∪B，x0 < infA− ϵ = min{infA, infB} − ϵ.

回到原题. 记 d = d(x0) > 0，于是对任意 y ∈ U(x0, d)，有 y /∈ A.
以下讨论中 x ∈ U(x0, d). 设

S = A ∩ (−∞, x), T = A ∩ (x,+∞)

我们先证 inf{|x− y| : y ∈ S} = x− supS. 一方面，由于对任意 y ∈ S，有
y ≤ supS，则 |x− y| = x− y ≥ x− supS. 另一方面，对任意 ϵ > 0，存在
y0 ∈ S 使得 y0 > supS − ϵ，则 |x− y0| = x− y0 < x− supS + ϵ.

故 inf{|x− y| : y ∈ S} = x− supS. 同理有 inf{|x− y| : y ∈ T} = infT − x. 由
于 A = S ∪ T，我们知道

{|x− y| : y ∈ A} = {|x− y| : y ∈ S} ∪ {|x− y| : y ∈ T}

于是由引理得
d(x) = min{x− supS, infT − x}

进而有
(1) 当 x0 =

supS+infT
2

时，d′−(x0) = 1 6= d′+(x0) = −1，则 d 在 x0 点不可导；
(2) 当 x0 <

supS+infT
2

时，存在 δ > 0 使得当 x ∈ U(x0, δ) 时有
d(x) = x− supS，从而 d′(x0) = 1；
(3) 当 x0 >

supS+infT
2

时，同理有 d′(x0) = −1.
于是便证明了：如果 d 在 x0 点可导，则 |d′(x0)| = 1.

6 (15 分) 设 f(x) = ln x
2−x

+ ax+ b(x− 1)3. 若 f(x) > −2 当且仅当
1 < x < 2, 求 b 的取值范围.
解 我们先证明 f(1) = −2. 由题设知 f(1) ≤ −2. 假设 f(1) < −2，由于 f 连
续，则存在 δ > 0，当 x ∈ U(x0, δ) 时有 f(x) < −2，于是 f(1 + δ

2
) < −2，矛盾！

故 f(1) = −2. 进而得 a = −2. 令 t = x− 1，于是得

f(t) = ln 1 + t

1− t
− 2t+ bt3 − 2

进而命题“f(x) > −2 当且仅当 1 < x < 2”等价于“f(t) > 0 当且仅当
0 < t < 1”.
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事实上，令 g(t) = f(t)− 2，则显见 g 是奇函数. 于是我们只要使 t > 0 时有
f(t) > 0 即可. 我们以下证明 b 的取值范围是 [−2

3
,+∞).

作 g 在 t = 0 处带有 Peano 余项的三阶 Taylor 公式：

g(t) = g(0) + g′(0) +
1

2
g′′(0) +

1

6
g′′′(0) + o(t3)

代入并计算得
g(t) = (6b+ 4)t3 + o(t3)

当 b < −2
3
时，我们有

lim
t→0

f(t)

t3
= 6b+ 4 < 0

由极限的保号性，存在 δ > 0 使得当 0 < t < δ 时有 f(t) < 0. 矛盾！
当 b = −2

3
时，计算知 g(0) = g′(0) = g′′(0) = g′′′(0) = 0，而

g′′′(t) =
2

(1 + t)3
+

2

(1− t)3
− 4

事实上，由 Hölder 不等式

{[ 1

(1 + t)
3
4

]4 + [
1

(1− t)
3
4

]4}
1
4 · {[(1 + t)

3
4 ]

4
3 + [(1− t)

3
4 ]

4
3}

3
4

≥ 1

(1 + t)
3
4

· (1 + t)
3
4 +

1

(1− t)
3
4

· (1− t)
3
4

不等式在 t = 0 处取等. 化简得到

g′′′(t) = 2[
1

(1 + t)3
+

1

(1− t)3
− 2] > 0

对任意 t ∈ (0, 1) 成立.
由 Lagrange 中值定理，对任意 t ∈ (0, 1)，存在 ξ ∈ (0, t) 使得

g′′(t) = ξg′′′(ξ) > 0

类似地得到对任意 t ∈ (0, 1)，g(t) > 0. 于是 b = −2
3
符合题意.

当 b > −2
3
时，对任意 t ∈ (0, 1)，有

g(t) = g|b=− 2
3
(t) + (b+

2

3
)t3 > 0

综上所述，b 的取值范围是 [−2
3
,+∞).

7 (15 分) 设 xn, x ∈ R2, n = 1, 2, · · ·，这里 R2 为平面点集。如果
limn→+∞ |xn − x| = 0，称 x 是点列 {xn} 的极限，记为 x = limn→+∞ xn. 证明：
如果 un, vn, u, v ∈ R2, n = 1, 2, · · ·，u = limn→+∞ un, v = limn→+∞ vn，则
u · v = limn→+∞ un · vn.
证明 对任意 n ∈ N+，设 un = (u

(1)
n , u

(2)
n ), vn = (v

(1)
n , v

(2)
n ). 又设

u = (u(1), u(2)), v = (v(1), v(2)).
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由于 u = limn→+∞ un，则对任意 ϵ > 0，存在 N ∈ N+，当 n > N 时有

|un − u| =
√
(u

(1)
n − u(1))2 + (u

(2)
n − u(2))2 < ϵ

于是有

|u(1)
n − u(1)| ≤

√
(u

(1)
n − u(1))2 + (u

(2)
n − u(2))2 < ϵ

这就是说 limn→+∞ u
(1)
n = u(1). 同理有 limn→+∞ u

(2)
n = u(2). 类似地我们得到

limn→+∞ v
(1)
n = v(1)，limn→+∞ v

(2)
n = v(2). 由极限的运算法则知

lim
n→+∞

un · vn = lim
n→+∞

u(1)
n · lim

n→+∞
u(2)
n + lim

n→+∞
v(1)n · lim

n→+∞
v(2)n

= u(1) · v(1) + u(2) · v(2) = u · v

8 (15 分) 设 aij ∈ R, aij ≥ 0, i, j = 1, 2, · · ·，设对于任意的 i = 1, 2, · · ·，级数∑+∞
j=1 aij 收敛，并且级数

∑+∞
i=1

(∑+∞
j=1 aij

)
收敛. 证明：对于任意的

j = 1, 2, · · ·，级数
∑+∞

i=1 aij 收敛，级数
∑+∞

j=1

(∑+∞
i=1 aij

)
收敛，并且∑+∞

j=1

(∑+∞
i=1 aij

)
=
∑+∞

i=1

(∑+∞
j=1 aij

)
.

证明 先证对于任意的 j = 1, 2, · · ·，级数
∑+∞

i=1 aij 收敛.
事实上，我们取定 j0，可以得到

∀k ≥ j0, aij0 ≤
k∑

j=1

aik

由极限的保序性，我们得到

aij0 ≤ lim
k→+∞

k∑
j=1

aik =
+∞∑
j=1

aik

由于级数
∑+∞

i=1

(∑+∞
j=1 aij

)
收敛，由比较判别法知对于任意的 j = 1, 2, · · ·，级

数
∑+∞

i=1 aij 收敛.

再证级数
∑+∞

j=1

(∑+∞
i=1 aij

)
收敛，并且

∑+∞
j=1

(∑+∞
i=1 aij

)
=
∑+∞

i=1

(∑+∞
j=1 aij

)
.

设 f : N2
+ → N+, (i, j) 7→ (i+j−1)(i+j−2)

2
+ i，我们证明 f 是双射.

先证 f 是单射. 事实上，我们取 (i1+j1−1)(i1+j1−2)
2

+ i1 =
(i2+j2−1)(i2+j2−2)

2
+ i2. 假

设 i1 + j1 6= i2 + j2，则不妨 i1 + j1 > i2 + j2，即得 i1 + j1 ≥ i2 + j2 + 1，于是

(i1 + j1 − 1)(i1 + j1 − 2)

2
+ i1 ≥

(i2 + j2)(i2 + j2 − 1)

2
+ i1

=
(i2 + j2 − 1)(i2 + j2 − 2)

2
+ i2 + j2 − 1 + i1 >

(i2 + j2 − 1)(i2 + j2 − 2)

2
+ i2

这与 (i1+j1−1)(i1+j1−2)
2

+ i1 =
(i2+j2−1)(i2+j2−2)

2
+ i2 矛盾！于是 i1 + j1 = i2 + j2，

进而 (i1, j1) = (i2, j2)，这就说明了 f 是单射.
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再证 f 是满射. 事实上，∀n ∈ N+, ∃k ∈ N+ ∧ k ≥ 2, s.t. (k−1)(k−2)
2

< n ≤ k(k−1)
2

.
由于 k(k−1)

2
− n ≥ 1 且 k(k−1)

2
− n ≤ k(k−1)

2
− (k−1)(k−2)

2
= k − 1，我们取

i =
k(k − 1)

2
− n, j = k − i

则 (i, j) ∈ N2
+ 且 f(i, j) = n. 这就说明了 f 是满射.

回到原题，对任意正整数 n，记 f−1(n) = (in, jn). 又记 a′n = ainjn . 由于 f 是双
射，则

∑+∞
n=1 a

′
n 是

∑+∞
i=1

(∑+∞
j=1 aij

)
的更序级数，则

+∞∑
n=1

an =
+∞∑
i=1

(
+∞∑
j=1

aij

)

同理可得级数
∑+∞

j=1

(∑+∞
i=1 aij

)
收敛，并且

+∞∑
j=1

(
+∞∑
i=1

aij

)
=

+∞∑
n=1

an =
+∞∑
i=1

(
+∞∑
j=1

aij

)
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