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1 (10 分) 设 f : R → R, x0 ∈ R. 记

ωn(x0) = sup
{
|f(x)− f(y)| : |x− x0| <

1

n
, |y − x0| <

1

n

}
, n = 1, 2, · · ·

证明：f 在 x0 点连续当且仅当 limn→+∞ ωn(x0) = 0.

2 (10 分) 证明如下的单调收敛定理：
设 an ∈ R, n = 1, 2, · · · , {an} 有界. 如果 {an} 单调增，则 {an} 收敛.

3 (10 分) 证明如下的级数收敛的比率判别法：
设 an ∈ R, an ̸= 0, n = 1, 2, · · · , limn→+∞

|an+1|
|an| = l. 如果

∑+∞
n=1 an 为正项级数

且 l < 1, 则
∑+∞

n=1 an 收敛；如果 l > 1, 则
∑+∞

n=1 an 发散.

4 (10 分) 设 an ∈ R, n = 1, 2, · · · . 证明：如果
∑+∞

n=1 an 绝对收敛，则∑+∞
n=1 an 收敛.

5 (15 分) 设 A ⊂ R, A ̸= ∅. 记

d(x) = inf{|x− y| : y ∈ A}, x ∈ R

设 x0 ∈ R, d(x0) > 0. 证明：如果 d 在 x0 点可导，则 |d′(x0)| = 1.

6 (15 分) 设 f(x) = ln x
2−x

+ ax+ b(x− 1)3. 若 f(x) > −2 当且仅当
1 < x < 2, 求 b 的取值范围.

7 (15 分) 设 xn, x ∈ R2, n = 1, 2, · · ·，这里 R2 为平面点集。如果
limn→+∞ |xn − x| = 0，称 x 是点列 {xn} 的极限，记为 x = limn→+∞ xn. 证明：
如果 un, vn, u, v ∈ R2, n = 1, 2, · · ·，u = limn→+∞ un, v = limn→+∞ vn，则
u · v = limn→+∞ un · vn.

8 (15 分) 设 aij ∈ R, aij ≥ 0, i, j = 1, 2, · · ·，设对于任意的 i = 1, 2, · · ·，级数∑+∞
j=1 aij 收敛，并且级数

∑+∞
i=1

(∑+∞
j=1 aij

)
收敛. 证明：对于任意的

j = 1, 2, · · ·，级数
∑+∞

i=1 aij 收敛，级数
∑+∞

j=1

(∑+∞
i=1 aij

)
收敛，并且∑+∞

j=1

(∑+∞
i=1 aij

)
=

∑+∞
i=1

(∑+∞
j=1 aij

)
.
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