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前言

笔者认为工夫在平时有一定的道理，因为期末周可能考试排得十分紧

密，导致没有太多时间复习数学。从本人经验来看，复习的大部分时间

都是在背诵命题的证明过程。如果能熟记重点命题的证明，仅就针对预

科二课程考试来看，取得高分并不困难，但想取得满分还是需要一定的

数学思维。

本人数学功底较弱，但是通过熟练的背诵，把最后一题放掉之后拿到了

96分。所以，如果想取得更好的综合成绩，而不是追求在数学上的提
升，我认为还是应该把重心放在语文上。

——蒋尚宇

图 1: 藏巴拉上师

本笔记由蒋尚宇在数学 II课程学习期间的课堂手写笔记整理而成，内容涵盖数列极限、连续函数、导数、微
分中值定理、高阶导数、Taylor展式、函数的单调性与极值、凸函数及 Lipschitz连续等，并收录了部分作业与课
堂讲解。整理这份笔记，一方面是为了保存自己的学习记录，另一方面也希望为之后修读本课程的学弟学妹提

供一份便于预习、复习和查阅的参考资料，减少重复整理资料所花费的时间。

本笔记主要依据数学 II课程的课堂板书、教师讲解和个人记录编写。电子化过程中，我们对部分符号、格
式和章节顺序进行了统一。但本笔记并非官方讲义，也不能替代教材、课堂学习和独立练习。不同学期、不同教

师的授课安排、作业要求和考试范围可能有所变化，具体内容应以当学期任课教师的通知为准。

数学课程中的许多内容，仅仅记住结论往往是不够的。一个定理在什么条件下成立、证明过程中为什么要

进行某一步构造、遇到类似问题时如何想到相应的方法，通常比最终得到的公式更为重要。因此，本笔记在整

理课堂内容的同时，也尽量保留了证明过程、推导思路、典型例题和部分课堂补充说明，希望它不仅是一份期末

复习资料，也能够帮助读者重新梳理课程的逻辑结构。

建议大家使用本笔记时，先独立思考，再参考其中的证明和解答。对于定理，不仅要记住结论，还应理解其

成立条件、证明思路以及适用范围；对于作业和例题，应尽量先自行完成，再对照笔记检查和订正。文末所附期

末试卷为考后回忆整理，大家可以借助这张试卷了解 26年的考试难度水平，从而更好的进行期末复习。
尽管整理过程中进行了检查，笔记中仍可能存在公式录入错误、条件遗漏、符号混用或证明不够严谨之处。

若发现问题，欢迎注明版本、页码、章节和具体修改建议，通过少学组与编辑人联系。也希望后续使用者能够共

同补充、校对和完善这份资料。

感谢藏巴拉上师的讲授，也感谢所有参与校对和提出建议的同学。愿这份笔记能为大家的学习提供一些帮

助，也希望大家都能得偿所愿，进入心仪的专业。
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第一章 数列极限

1.1 基本极限与平均值

1. |a| > 1， lim
n→∞

1

an
= 0。

2. |a| > 1（a > 1），则 lim
n→∞

n

an
= 0。

证：记 a = 1 + h。

an = (1 + h)n >
1

2
n(n− 1)h2.

故

0 ≤ n

an
≤ n

1
2n(n− 1)h2

=
2

(n− 1)h2
→ 0.

由夹逼定理 lim
n→∞

n

an
= 0。

3. lim
n→∞

n1/n = 1。

证：记 n1/n = 1 + hn，hn > 0。

n = (1 + hn)
n ≥ 1

2
n(n− 1)h2n (hn → 0).

于是 0 ≤ h2n ≤ 2

n− 1
→ 0（n→ ∞），即 lim

n→∞
hn = 0。

故 lim
n→∞

n1/n = 1 + lim
n→∞

hn = 1。

另解：

1 ≤ n1/n ≤ (1 · · · n
√
n · n

√
n)1/n ≤ n− 2 + 2

√
n

n
= 1− 2

n
+

2√
n
→ 1.

4. lim
n→∞

a1/n = 1。

证： a = 1时，结论显然。

a > 1时，记 a1/n = 1 + hn，hn ≥ 0。

只需证： lim
n→∞

hn = 0。

由 a1/n = 1 + hn ⇒ a = (1 + hn)
n ≥ nhn，

即 0 ≤ hn ≤ a

n
→ 0。

由夹逼定理，hn → 0。

故 lim
n→∞

a1/n = 1 + lim
n→∞

hn = 1。

0 < a < 1时，记 b =
1

a
，则 b > 1。

故

lim
n→∞

(
1

b

)1/n

= lim
n→∞

1

b1/n
=

1

limn→∞ b1/n
= 1.

即 lim
n→∞

a1/n = 1。

另解：a > 1时，

1 ≤ a1/n = (1 · · · 1 · a)1/n ≤ n− 1 + a

n
→ 1.

5. lim
n→∞

nk

an
= 0，其中 a > 1，k为正整数。



1.1 基本极限与平均值

证：
nk

an
=

(
n

( k
√
a)n

)k
.

这时 k
√
a > 1，由 2可得

lim
n→∞

n

( k
√
a)n

= 0.

故 lim
n→∞

nk

an
= 0。

6. lim
n→∞

n

an
= 0，a > 1（2题另解）。

证：令 xn =
n

an
，则

xn+1 =
n+ 1

n
· 1
a
xn.

由 lim
n→∞

n+ 1

n
· 1
a
=

1

a
，得 ∃N，当 n ≥ N 时，

n+ 1

n

1

a
< 1。

即 n ≥ N 时 xn+1 < xn。又 xn > 0，故 {xn}单调有界。
{xn}极限存在。记 lim

n→∞
xn = A，则 A =

1

a
A⇒ A = 0。

7. lim
n→∞

nα

an
= 0，其中 α > 0，a > 1。

存在正整数 k > α，

0 ≤ nα

an
≤ nk

an
→ 0.

由 5可得： lim
n→∞

nα

an
= 0。

8. lim
n→∞

cn

n!
= 0，其中 c > 0。

∃m ∈ N∗，m ≥ c。

这时
cn

n!
=
c

1

c

2
· · · c

m

c

m+ 1
· · · c

n
.

记
c

1

c

2
· · · c

m
=M，则

0 ≤ cn

n!
≤ cM

n
→ 0 (n→ ∞).

9.（柯西命题）若 lim
n→∞

an = a，则

lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

= a.

①当 a为有限数时：设 ε > 0。

由于 lim an = a，故 ∃N1 ∈ N∗，使 |an − a| < ε，∀n ≥ N1。∣∣∣∣a1 + a2 + · · ·+ an
n

− a

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1n [(a1 − a) + (a2 − a) + · · ·+ (an − a)]

∣∣∣∣ .
∃N2 ∈ N∗，使

1

n

[
|a1 − a|+ · · ·+ |aN1 − a|

]
< ε, ∀n ≥ N2.

取 N = max{N1, N2}。
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1.2 练习

故

0 ≤
∣∣∣∣a1 + · · ·+ an

n
− a

∣∣∣∣ ≤ 1

n
(|a1 − a|+ · · ·+ |aN − a|)

+
1

n
(|aN+1 − a|+ · · ·+ |an − a|)

< ε+
n−N

n
ε ≤ 2ε.

故 lim
n→∞

a1 + · · ·+ an
n

= a。

②当 a不为有限数时：

1◦ lim
n→∞

an = +∞。
设M ∈ R，M > 0，∃N1 ∈ N∗，使

an > M, ∀n ≥ N1.

∃N2 ∈ N∗，使
1

n
(a1 + · · ·+ aN1

) → 0, ∀n ≥ N2.

取 N = max{N1, N2}，则

a1 + · · ·+ an
n

=
1

n
(a1 + · · ·+ aN ) +

1

n
(aN+1 + · · ·+ an) >

n−N

n
M.

∃N3 ∈ N∗，使
n−N

n
>

1

2
，∀n ≥ N3。

故
a1 + · · ·+ an

n
>

1

2
M，则 lim

n→∞

a1 + · · ·+ an
n

= +∞。
2◦ lim

n→∞
an = −∞，同理可证。

1.2 练习

（1） lim
n→∞

(n+ 1)1/n。

1 < (n+ 1)1/n < (2n)1/n = 21/nn1/n.

lim
n→∞

21/nn1/n = 1.

由夹逼定理得： lim
n→∞

(n+ 1)1/n = 1。

又： lim
n→∞

n1/(n+1)。

1 < n1/(n+1) < n1/n → 1.

由夹逼定理得： lim
n→∞

n1/(n+1) = 1。

（2） lim
n→∞

1

n
(1 +

2
√
2 + · · ·+ n

√
n)。

lim
n→∞

n
√
n = 1，由柯西命题得：

lim
n→∞

1

n
(1 +

2
√
2 + · · ·+ n

√
n) = 1.

（3）{xn}满足

3



1.3 Stolz定理与递推数列

n sin
1

n
< xn < (n+ 1) sin

1

n+ 1
(n = 1, 2, . . .),

求 lim
n→∞

1

n+ 1

n∑
k=1

xk。

由已知
sin(1/n)

1/n
< xn <

sin(1/(n+ 1))

1/(n+ 1)
.

由
sin(1/n)

1/n
→ 1，可由夹逼定理得 limxn = 1。

由柯西命题：

lim
n→∞

1

n+ 1

n∑
k=1

xk = 1.

10. 设 lim
n→∞

an = A， lim
n→∞

bn = B，则

lim
n→∞

a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1
n

= AB.

证明 结论：an → a⇐⇒ an = a+ αn，αn 为无穷小量。

令 an = A+ αn，bn = B + βn，其中 αn、βn 为 n→ ∞时的无穷小量。

a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1
n

= AB +A
β1 + β2 + · · ·+ βn

n

+B
α1 + · · ·+ αn

n

+
α1βn + α2βn−1 + · · ·+ αnβ1

n
.

由柯西命题：

lim
n→∞

α1 + · · ·+ αn
n

= lim
n→∞

β1 + · · ·+ βn
n

= 0.

故只需证：

lim
n→∞

α1βn + α2βn−1 + · · ·+ αnβ1
n

= 0.

因为 limαn = 0，故 ∃M > 0，|αn| < M（∀n）。
从而

0 ≤ |α1βn + · · ·+ αnβ1|
n

≤ M

n
(|β1|+ |β2|+ · · ·+ |βn|).

由 lim |βn| = 0，得 lim
n→∞

|β1|+ · · ·+ |βn|
n

= 0。

1.3 Stolz定理与递推数列
1. 设 lim an = A，lim bn = B，则

lim
n→∞

a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1
n

= AB.

证：若 lim an = A⇒ an = A+ αn，其中 αn → 0；同理令 bn = B + βn。∣∣∣∣a1bn + · · ·+ anb1
n

− bn + bn−1 + · · ·+ b1
n

A

∣∣∣∣ ≤M
|α1|+ · · ·+ |αn|

n
→ 0.

2. Stolz定理。
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1.3 Stolz定理与递推数列

（1）若 {yn}递增且 lim yn = +∞，若

lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1
= a (a为有限数或±∞),

则 lim
n→∞

xn
yn

= a。

（2）若 yn ↓ 0，且 xn ↓ 0，若 lim
xn − xn−1

yn − yn−1
= a，则 lim

xn
yn

= a。

证明（有限 a）：记
xn − xn−1

yn − yn−1
= a+ αn, αn → 0.

对 n > N，

xn = xN +

n∑
k=N+1

(a+ αk)(yk − yk−1).

因而 ∣∣∣∣xnyn − a

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣xN − ayN
yn

∣∣∣∣+ 1

yn

n∑
k=N+1

|αk|(yk − yk−1).

当 n充分大时右端小于 2ε，故结论成立。

3. a > 0, x1 > 0, xn+1 = 1
4 (3xn + a

x3
n
)

证明: lim
n→∞

xn 存在. 并求其值

xn+1 =
1

4

(
3xn +

a

x3n

)
≥ 4

√
a

xn+1 − xn =
1

4

(
a

x3n
− xn

)
= f(x)

f ′(x) =
1

4

(
−1− 3a

x4n

)
< 0

f( 4
√
a) = 0 ⇒ x > 4

√
a时. f(x) < 0

故 {xn}单调递减. 又由 xn > 0 ,故 {xn}极限存在.
设 lim

n→∞
xn = A . 故 A = 1

4

(
3A+ a

A3

)
⇒ A = 4

√
a

。或 xn+1

xn
= 1

4

(
3 + a

x4
n

)
≤ 1

故 xn+1 ≤ xn

则单调有界

4. Stolz定理的几个推论、 lim
n→∞

xn; lim
n→∞

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

都存在

(1)则 lim
n→∞

xn = lim
n→∞

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

(柯西命题)

(2)若 {xn}, {
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
}收敛且 xn > 0. 则 lim

n→∞
n
√
x1x2 . . . xn = a

x1 + · · ·+ xn
n

≥ n
√
x1x2 . . . xn ≥ n

1
x1

+ · · ·+ 1
xn

极限都为a

(3)减比法比减根法适用更广若 xn > 0 . 且 lim
n→∞

xn+1

xn
存在则 lim

n→∞
n
√
xn = lim

n→∞
xn+1

xn

求 lim
n→∞

(
2

22−1

) 1

2n−1
(

22

23−1

) 1

2n−2

. . .
(

2n−1

2n−1

) 1
2

取对: lnxn = 1
2n−1 ln

2
22−1 + · · ·+ 1

2 ln
2n−1

2n−1

yn = 1
2n−1

(
ln 2

22−1 + · · ·+ 2n−2 ln 2n−1

2n−1

)
→ xn

由 Stolz定理:

lim
n→∞

lnxn = lim
n→∞

2n−2 ln 2n−1

2n−1

2n−1 − 2n−2
= lim
n→∞

ln
2n−1

2n − 1
= ln

1

2

5



1.3 Stolz定理与递推数列

故 lim
n→∞

xn = 1
2

5. a1 = 1, an+1 = 1
1+an

(n = 1, 2 . . . )证明: lim
n→∞

an =
√
5−1
2

取上极限: liman+1 = lim 1
1+an

= 1
1+liman

取下极限: liman+1 = lim 1
1+an

= 1
1+liman

设上极限为M . 下极限
为 N . 则有: M = 1

1+N

N = 1
1+M

代入解得:M = N =

√
5− 1

2
,故 lim

n→∞
an存在,为

√
5− 1

2
.
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第二章 连续函数

2.1 连续性的定义与基本性质

定义 2.1

♣

设 f : A ⊂ R → R，设 x0 ∈ A。如果对任意 ε > 0，∃δ > 0，使得

|f(x)− f(x0)| < ε, ∀x ∈ A ∩ (x0 − δ, x0 + δ),

称 f 在 x0 点连续。

注

f 在 x0 点连续意味着：自变量 x接近 x0 时，f 在 x0 点的函数值接近 f 在 x0 点的函数值，而且要多接近

有多接近。

设 A ⊂ R，A ̸= ∅，设 f : A→ R。如果 ∀x ∈ A，f 在 x点连续，称 f 连续，或 f 连续函数。其记号：

C(A) = {f : A→ R : f 连续}.

例题 2.1设 f : R → R，f = c，则 f ∈ C(R)。
证明 设 ε > 0，取 δ = 1，则 |f(x)− f(x0)| = 0 < ε，∀|x− x0| < δ。

例题 2.2设 f(x) = kx+ b，x ∈ R，其中 k, b ∈ R，k ̸= 0，则 f ∈ C(R)。
证明 设 ε > 0，取 δ = ε/|k|，

|f(x)− f(x0)| = |kx− kx0| = |k||x− x0| < ε.

例题 2.3 y = sinx，x ∈ R，设 x0 ∈ R。
证明 设 ε > 0，取 δ = ε。

| sinx− sinx0| =
∣∣∣∣2 cos x+ x0

2
sin

x− x0
2

∣∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣sin x− x0
2

∣∣∣∣ ≤ |x− x0| < ε.

例题 2.4单位阶跃函数，证明其在 x = 0处不连续：

H(x) =

0, x ≤ 0,

1, |x| > 0.

反证：设其在 x = 0处连续。设 ε = 1/2，则 ∃δ > 0，使 |f(δ/2)− f(0)| = 1 > 1/2，矛盾。

命题 2.1

♠

设 f : A ⊂ R → R，x0 ∈ A，设 c > 0，下列叙述等价：

（i）f 在 x0 点连续；

（ii）∀ε > 0，∃δ > 0，使

|f(x)− f(x0)| < cε, ∀x ∈ A ∩ (x0 − δ, x0 + δ).

证明 （i）⇒（ii）：令 ε0 = cε。

（ii）⇒（i）：设 ε > 0，∃δ > 0，使 |f(x)− f(x0)| < cε0。令 ε0 = ε/(2c)，则 |f(x)− f(x0)| < ε/2 < ε，故 f

在 x0 点连续。



2.1 连续性的定义与基本性质

命题 2.2

♠

设 f : A ⊂ R → R，x0 ∈ A，设 δ0 > 0。下列叙述等价：

（i）f 在 x0 点连续；

（ii）∀ε > 0，∃0 < δ < δ0，使

|f(x)− f(x0)| < ε, ∀x ∈ A ∩ (x0 − δ, x0 + δ).

证明 （i）⇒（ii），取 δ < δ0；（ii）⇒（i）直接成立。
在某点 x0 处的值与 A在 x0 处的极限无关，但和 x0 是否为 A的聚点有关。

命题 2.3

♠

设 f : A ⊂ R → R，x0 ∈ A。

（i）如果 x0 不是 A的聚点，则 f 在 x0 处连续；

（ii）如果 x0 是 A的聚点，f 在 x0 点连续⇐⇒ lim
x→x0

f(x) = f(x0)。

证明 （i）取邻域使 A ∩ (x0 − δ, x0 + δ) = {x0}。
（ii）正向由连续定义；反向把去心邻域条件与 x = x0 时的 |f(x0)− f(x0)| = 0合并。

命题 2.4

♠

设 f : A ⊂ R → R，x0 ∈ A，下列叙述等价：

（i）f 在 x0 点连续；

（ii）如果 xn ∈ A，n = 1, 2, . . .，xn → x0，则 lim
n→∞

f(xn) = f(x0)。

注由命题 4，我们可以将函数极限转化为数列极限。这是转换极限的一种常用方法。
证明 （i）⇒（ii）：由连续定义与 xn → x0 得 |f(xn)− f(x0)| < ε。

（ii）⇒（i）：反证。若 f在 x0不连续，则 ∃ε0 > 0，使任意 δ > 0都可取 x ∈ A，|x−x0| < δ且 |f(x)−f(x0)| ≥ ε0。

令 δ = 1/n，选得 xn ∈ A，则 xn → x0，但 f(xn)不趋于 f(x0)，矛盾。

定义 2.2

♣
设 f : X → Y，A ⊂ X，A ̸= ∅，定义 f |A : A→ Y，f |A(x) = f(x)，x ∈ A，称 f |A为 f 在 A上的限制。

命题 2.5

♠
设 f : A ⊂ R → R，B ⊂ A，x0 ∈ B。如果 f 在 x0 点连续，则 f |B 在 x0 点连续。

推论 2.1

♡
设 f : A ⊂ R → R连续，B ⊂ A，B ̸= ∅，则 f |B 连续。

命题 2.6

♠
设 f : A ⊂ R → R，x0 ∈ A，设 ε > 0。则 f在 x0点连续当且仅当 f |A∩(x0−δ,x0+δ)在 x0点连续（0 < r < δ）。

定义 2.3

♣

设 f : A→ R，B ⊂ A。如果存在M ∈ R，使

|f(x)| ≤M, ∀x ∈ B,

称 f 在 B 上有界；如果 f 在 A上有界，称 f 有界。
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2.1 连续性的定义与基本性质

定义 2.4 (续)

♣

设 f : A → R，B ⊂ A，如果存在M ∈ R，使 |f(x)| ≤ M，∀x ∈ B，称 f 在 B 上有界；若在 A上有界，

称 f 有界。

定义 2.5

♣

设 f : A ⊂ R → R，x0 ∈ A。如果存在 δ > 0，使得 f 在 A∩ (x0 − δ, x0 + δ)上有界，称 f 在 x0点局部有

界。

命题 2.7 (局部有界性)

♠
设 f : A ⊂ R → R，x0 ∈ A。如果 f 在 x0 点连续，则存在 δ > 0，使 f 在 A ∩ (x0 − δ, x0 + δ)上有界。

证明 取 ε = 1，则存在 δ > 0，使 |f(x)− f(x0)| < 1。故 |f(x)| ≤ |f(x0)|+ 1。

命题 2.8 (保号性)

♠

设 f : A ⊂ R → R，x0 ∈ A，f 在 x0 处连续，设 a ∈ R。
（i）如果 f(x0) > a，则存在 δ > 0，使 f(x) > a，∀x ∈ A ∩ (x0 − δ, x0 + δ)；

（ii）如果 f(x0) < a，则同理存在邻域使 f(x) < a。

证明 （i）取 ε = [f(x0)− a]/2，则

a− f(x0)

2
< f(x)− f(x0) <

a+ f(x0)

2
,

从而 f(x) > [a+ f(x0)]/2 > a。（ii）同理。

命题 2.9 (四则运算)

♠

设 f, g : A ⊂ R → R，x0 ∈ A，f, g在 x0 点连续，设 α, β ∈ R，则
（i）αf + βg在 x0 点连续；

（ii）fg在 x0 点连续；

（iii）如果 g(x) ̸= 0，∀x ∈ A，则 f/g在 x0 连续。

证明 i 分别取 δ1, δ2，令 δ = min{δ1, δ2}，估计

|αf(x) + βg(x)− αf(x0)− βg(x0)| ≤ |α||f(x)− f(x0)|+ |β||g(x)− g(x0)|.

证明 ii 由连续性及局部有界性，设 |g(x)| ≤M，则

|f(x)g(x)− f(x0)g(x0)| ≤ |f(x)||g(x)− g(x0)|+ |g(x0)||f(x)− f(x0)|.

|f(x)g(x)− f(x0)g(x0)| = |f(x)(g(x)− g(x0)) + g(x0)(f(x)− f(x0))|

≤ |f(x)|ε+ |g(x0)|ε ≤ ε(M + |g(x0)|).

故 fg连续。

证明 iii 设 f, g在 x0 处连续。由 g(x0) ̸= 0，在某邻域内 |g(x)|有正下界m，于是∣∣∣∣f(x)g(x)
− f(x0)

g(x0)

∣∣∣∣ ≤ 1

|g(x)|
|f(x)− f(x0)|+

|f(x0)|
|g(x)||g(x0)|

|g(x)− g(x0)|.

故 f/g在 x0 连续。
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2.2 紧致性、极值与介值定理

另证：引理：命题 3，f 在 x0 点连续⇐⇒ limx→x0 f(x) = f(x0)。

命题 10（i）（ii）（iii）可由极限四则运算证明。

推论 2.2

♡

设 A ⊂ R，A ̸= ∅，设 f, g ∈ C(A)，α, β ∈ R，则
（i）αf + βg ∈ C(A)；

（ii）fg ∈ C(A)；

（iii）若 g(x) ̸= 0，∀x ∈ A，则 f/g ∈ C(A)。

命题 2.10 (复合函数的连续性)

♠

设 f : A ⊂ R → B ⊂ R，g : B → R，x0 ∈ A，y0 = f(x0)。如果 f 在 x0点连续，g在 y0点连续，则 g ◦ f
在 x0 点连续。

证明 设 ε > 0。因为 g在 y0点连续，存在 δ0 > 0，使 |g(y)− g(y0)| < ε；因为 f 在 x0点连续，存在 δ > 0，使

|f(x)− f(x0)| < δ0。于是

|g(f(x))− g(f(x0))| < ε.

例题 2.5
lim
x→0

(1 +mx)n − (1 + nx)m

x2
.

例题 2.6
lim
x→0

(1 +mx)n − (1 + nx)m

x2

解

lim
x→0

1 + C1
nmx+ C2

n(mx)
2 +O(x2)− 1− C1

mnx− C2
m(nx)2 −O(x)

x2

=
mn2 −m2n

2
.

2.2 紧致性、极值与介值定理

定理 2.1

♡单调有界必收敛。

定理 2.2

♡（致密性定理）有界数列必有收敛的子列。

证明 定理 1 ⇒定理 2
设 {xn}有界。
①若 ∀k ∈ N∗，数列 {xn}n≥k 有最大项，则记 {xn}n≥1 的最大项为 xn1

，

则 {xn}n>n1 的最大项，记其为 xn2，此时有 n1 < n2，且 xn1 ≥ xn2

...
{xn}n>nk

仍有最大项，记其为 xnk+1
，此时有 nk < nk+1，且 xnk

≥ xnk+1
。

所得数列有界单调减少。

由定理 1：该数列收敛。
②若 ∃k ∈ N∗，{xn}n≥k 没有最大项，记 xn1 = xk+1。

此时找到而后，xn1
后面必有某一项大于 xn1

，记此项为 xn2
。

10



2.2 紧致性、极值与介值定理

此时有 n1 < n2，xn2 > xn1。
...
如此做下去可得：n1 < n2 < · · · < nk < · · ·，xn1

< xn2
< · · · < xnk

< · · ·。
所得该数列为单调增子列。

由定理 1：该数列收敛。
定理 2 ⇒定理 1
不妨设 {xn}为单调数列。
假设 {xn}有收敛子列，记为 {xnk

}，且 lim
k→∞

xnk
= ξ。

设 ε > 0，∃k0 ∈ N∗，∃ ξ − ε < xnk
< ξ + ε，∀k ≥ k0。

取 N = nk0+1，对于任意 n > N，

∃nk1 , nk2 ≥ N，且 nk1 < n < nk2。

又数列单调增，

故 ξ − ε < xnk1
< xn < xnk2

< ξ + ε，

即 lim
n→∞

xn = ξ。

定义 2.6

♣

设 x, y, z ∈ R。如果

min{x, y} < z < max{x, y},

我们称 z介于 x, y之间。

由定义不难看出，z介于 x, y之间⇐⇒ z介于 y, x之间。

命题 2.11

♠设 x, y, u, z ∈ R。如果 z介于 x, y之间，则 z介于 x, u之间或 z介于 u, y之间。

证明 设 x ≤ y，则 x < z < y。

如果 u ≤ z，则 u ≤ z < y；

如果 u ≥ z，则 x < z ≤ u。

同理可证当 x > y时同样成立。

定义 2.7

♣

设 f : A→ R。如果存在 x0 ∈ A，使得

f(x0) ≥ f(x), ∀x ∈ A,

称 f 有最大值，称 f(x0)为 f 的最大值，并记 f(x0) = max f；

如果 ∃x0 ∈ A，使得：

f(x0) ≤ f(x), ∀x ∈ A,

称 f 有最小值，称 f(x0)为 f 的最小值，并记 f(x0) = min f。

定理 2.3

♡
设 f ∈ C([a, b])，则 f 有最大值和最小值。

证明 （i）首先证明 f 有上界。
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2.2 紧致性、极值与介值定理

假设 f 没有上界，则 ∃xn ∈ [a, b]，n = 1, 2, · · ·，使得

f(xn) > n, ∀n = 1, 2, · · · .

由上式：f(xn) → +∞。
又因为 {xn}有界，必有收敛子列 {xnk

}。
设 xnk

→ x0，则 x0 ∈ [a, b]。

因为 f 连续，所以 f(xnk
) → f(x0)。

又因为 f(xn) → +∞，故 f(xnk
) → +∞，矛盾！

故下假设不成立，f 有上界。

同理可证 f 有下界。

（ii）下面证明 f 有最大值。记M = sup f ∈ R。
下面证明存在 x0 ∈ [a, b]，∋

M = f(x0),

则 f(x0) = max f。

因为M = sup f，存在 xn ∈ [a, b]，n = 1, 2, · · ·，使得

M − 1

n
≤ f(xn) ≤M, ∀n = 1, 2, · · · .

由夹逼定理：f(xn) →M。因为 {xn}有界，必有收敛的子列 {xnk
}。

设 xnk
→ x0，x0 ∈ [a, b]。因为 f 连续，所以 f(xnk

) → f(x0)。

因为 f(xn) →M，所以 f(xnk
) →M，因此 f(x0) =M。

这样我们就证明了 f 有最大值。

（iii）下面证明 f 有最小值。

因为 f ∈ C([a, b])，所以 −f ∈ C([a, b])。

由（ii）得：∃x0 ∈ [a, b]，∋

−f(x0) = max(−f) = −min f,

故 f 有最小值。

右侧另证：设不然 ξ ∈ I，∃f(ξ) > M。

故 f(x) < M，∀x ∈ [a, b]。

令

g(x) =
1

M − f(x)
.

由于 f(x)有界，故 g(x)有界，设为 G。

故
1

M − f(x)
≤ G,

故

M − f(x) ≥ 1

G
,

即

f(x) ≤M − 1

G
< M,

与M 为上确界矛盾。
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2.2 紧致性、极值与介值定理

定理 2.4 (介值定理)

♡
设 f ∈ C([a, b])，记m = min f，M = max f。如果m ≤ α ≤M，则存在 x0 ∈ [a, b]，使得 f(x0) = α。

注由定理 3：如果m < M，则 Rgf = [m,M ]。

证明

设闭区间列 {[an, bn]}+∞
n=1 满足：

（1）[an, bn] ⊃ [an+1, bn+1]，n = 1, 2, · · ·；
（2） lim

n→∞
(bn − an) = 0，称闭区间套。

这时存在唯一的 ξ，使得：ξ ∈ [an, bn]，n = 1, 2, · · ·。
设 f(a1) = m，f(b1) =M，且不妨 x1、x2；

a1 = min{x1, x2}，b1 = max{x1, x2}。
则 [a1, b1] ⊂ [a, b]，α介于 f(a1), f(b1)之间。

记 c1 =
a1 + b1

2
，则 α介于 f(a1), f(c1)之间或 α介于 f(c1), f(b1)之间。如果 α介于 f(a1), f(c1)之间，记

[a2, b2] = [a1, c1]；否则

记 c1 =
a1 + b1

2
，则 α介于 f(a1), f(c1)之间或 α介于 f(c1), f(b1)之间。如果 α介于 f(a1), f(c1)之间，记

[a2, b2] = [a1, c1]；否则

记 [a2, b2] = [c1, b1]，则 α介于 f(a2), f(b2)之间。

重复上述过程，我们得到一系列闭区间 [an, bn]，n = 1, 2, · · ·，它们满足：
（i）[a, b] ⊃ [an, bn] ⊃ [an+1, bn+1]，n = 1, 2, · · ·；

（ii）bn − an =
b− a

2n
，n = 1, 2, · · ·；

（iii）α介于 f(an), f(bn)之间，n = 1, 2, · · ·。
由（i）{an}单调增有上界，因此 {an}收敛，设 an → x0，x0 ∈ [a, b]。

由（ii）可以得出 bn → x0。

下面证明：f(x0) = α。因为 f 连续，所以 f(an) → f(x0)，f(bn) → f(x0)。

设 ε > 0，则 ∃N ∈ N∗，使

|f(an)− f(x0)| < ε, |f(bn)− f(x0)| < ε.

故

|α− f(x0)| ≤ max{|f(an)− f(x0)|, |f(bn)− f(x0)|} < ε, ∀ε > 0.

故 f(x0) = α。证毕。

推论 2.3

♡
设 I ⊂ R是区间，f ∈ C(I)，x1, x2 ∈ I，x1 < x2。若 f(x1) < α < f(x2)，则 ∃x0 ∈ [x1, x2]，使 f(x0) = α。

证明 记 g = f |[x1,x2]，则 g ∈ C([x1, x2])。由定理 5，

min g ≤ g(x1) < α < g(x2) ≤ max g.

由介值定理，∃x0 ∈ [x1, x2]，使得 g(x0) = α，即 f(x0) = α。

推论 2.4

♡
设 f ∈ C([a, b])，如果 f(a)f(b) < 0，则 ∃x0 ∈ (a, b)，使得 f(x0) = 0。

证明 因为 f(a)f(b) < 0，所以 min f < 0 < max f。由介值定理，存在 x0 ∈ [a, b]，使得 f(x0) = 0。

13



2.3 连续函数的反函数

又因为 f(a), f(b) ̸= 0，所以 x0 ∈ (a, b)。证。

例题 2.7 a1 = 1，an+1 =
1

1 + an
。证明：

lim
n→∞

an =

√
5− 1

2
.

下证：{a2n}单增，{a2n+1}单减。
数学归纳法：

a1 > a2, a2 < a3.

假设 a2k+1 < a2k−1，a2k > a2k−2，则

a2k+1 =
1

1 + a2k
<

1

1 + a2k−2
= a2k−1,

a2k+2 =
1

1 + a2k+1
>

1

1 + a2k−1
= a2k.

又 0 < an < 1，

故 {a2n}、{a2n+1}都收敛。
记 lim

k→∞
a2k = x， lim

k→∞
a2k+1 = y。 

a2k =
1

1 + a2k−1
,

a2k+1 =
1

1 + a2k
,

两边同时取极限。

解得：x = y =

√
5− 1

2
。

两个子列收敛于

√
5− 1

2
，故 lim

n→∞
an =

√
5− 1

2
。

2.3 连续函数的反函数
设 f 是定义在区间 I 上的严格单调的函数，则 f : I → Rgf 有反函数 f−1 : Rgf → I。

下面证明，如果 f 连续，则 Rgf 也是区间，并且 f−1 也连续。

首先证明两个预备结论。

命题 2.12

♠
设 −∞ < a < b < +∞，则 ∀x0 ∈ (a, b)，∃ε > 0，使 [x0 − ε, x0 + ε] ⊂ (a, b)。

证明 令

ε =



b− x0
2

, a = −∞, b ∈ R,
x0 − a

2
, a ∈ R, b = +∞,

min

{
b− x0

2
,
x0 − a

2

}
, a, b ∈ R.

则 [x0 − ε, x0 + ε] ⊂ (a, b)。证。
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2.3 连续函数的反函数

命题 2.13

♠

设 −∞ < a < b < c < +∞，f ∈ C([a, b])，g ∈ C([b, c])，并且 f(b) = g(b)。

定义 h : [a, c] → R：

h(x) =

f(x), x ∈ [a, b],

g(x), x ∈ [b, c].

则 h ∈ C([a, c])。

证明 设 x0 ∈ (a, b)，∃ε > 0，使 (x0 − ε, x0 + ε) ⊂ (a, b)。

则 h(x) = f(x)，∀x ∈ (x0 − ε, x0 + ε)。

因为 f 在 x0 点连续，h在 x0 点连续。同理若 x0 ∈ (b, c)，则 h在 x0 点连续。

下面证明 h在 b点连续。∃δ > 0，使 b− δ > a，b+ δ < c。

设 ε > 0。因为 f, g在 b点连续，∃ 0 < δ1, δ2 < δ，使

|h(x)− h(b)| = |f(x)− f(b)| < ε, ∀ b− δ1 < x < b,

|h(x)− h(b)| = |g(x)− g(b)| < ε, ∀ b < x < b+ δ2.

因此

|h(x)− h(b)| < ε, ∀ b− δ1 < x < b+ δ2.

这就证明了 h在 b点连续，故 h连续。

命题 2.14

♠

设 −∞ ≤ a < b ≤ +∞，f ∈ C((a, b))严格单调，记

c = inf f, d = sup f.

则

（i）−∞ ≤ c < d ≤ +∞，Rgf = (c, d)；

（ii）设 g : (c, d) → R，

g(f(x)) = x, x ∈ (a, b),

则 g ∈ C((c, d))。

证明 （i）不妨设 x1, x2 ∈ (a, b)，x1 < x2。因为 f 严格单调，所以上确界满足

c ≤ f(x1) < f(x2) ≤ d.

这表明 c < d。

下面证明 Rgf = (c, d)。设 x ∈ (a, b)，则 ∃ε > 0，使 [x− ε, x+ ε] ⊂ (a, b)。

因为 f 严格单调，所以

c ≤ f(x− ε) < f(x) < f(x+ ε) ≤ d.
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2.3 连续函数的反函数

因此 f(x) ∈ (c, d)，故 Rgf ⊂ (c, d)。

设 y ∈ (c, d)，即 y > c。故 ∃x0 ∈ (a, b)，使 y > f(x0)。

同理，因为 y < d，∃x1 ∈ (a, b)，使 y < f(x1)。

故 f(x0) < y < f(x1)。因为 f 单调增，我们可设 x0 < x1。

由介值定理，∃x ∈ (x0, x1)，y = f(x)，故 Rgf ⊃ (c, d)。

故 Rgf = (c, d)。

（ii）设 y0 ∈ (c, d)。下面证 g在 y0 点连续。

∀x0 = g(y0)，则 ∃ε > 0，使 [x0 − ε, x0 + ε] ⊂ (a, b)。

设 ε > 0，令 ε1 = min{ε, ε0}。
则 [x0 − ε1, x0 + ε1] ⊂ (a, b)。因为 f 单调增，

f(x0 − ε1) < f(x0) = y0 < f(x0 + ε1).

令

δ = min{y0 − f(x0 − ε1), f(x0 + ε1)− y0}.

这是一个正数。则

f(x0 − ε1) < y0 − δ ≤ y ≤ y0 + δ < f(x0 + ε1).

若 |y − y0| < δ，则

f(x0 − ε1) < y < f(x0 + ε1).

因为 f 严格单调，故 g严格单调。

故 x0 − ε1 < g(y) < x0 + ε1，

即 |g(y)− g(y0)| < ε1 ≤ ε。

这就证明了 g在 y0 点连续。

命题 2.15

♠

设 −∞ < a < b < +∞，f ∈ C([a, b))严格单调，记

c = f(a), d = sup f.

则

（i）c < d ≤ +∞，Rgf = [c, d)；

（ii）设 g : [c, d) → R，

g(f(x)) = x, x ∈ [a, b),

则 g ∈ C([c, d))。

证明 （i）a < x < b。因为 f 严格单调，所以下式成立：

c = f(a) < f(x) ≤ sup f,

因此 c < d。

定义 F : (−∞, b) → R：
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2.3 连续函数的反函数

F (x) =

x− a+ c, x < a,

f(x), a ≤ x < b.

则 F 连续且严格单调，且

inf F = −∞, supF = sup f = d.

由命题 3，RgF = (−∞, d)。因此

Rgf = RgF \ RgF |(−∞,a) = [c, d).

（ii）定义 G : (−∞, d) → R，

G(F (x)) = x, ∀x ∈ (−∞, b).

由命题 3，G连续。因此 g = G|[c,d) 连续。

命题 2.16

♠

设 −∞ ≤ a < b < +∞，f ∈ C((a, b])严格单调，记

c = inf f, d = f(b).

则

（i）−∞ ≤ c < d，Rgf = (c, d]；

（ii）设 g : (c, d] → R，

g(f(x)) = x, ∀x ∈ (a, b],

则 g ∈ C((c, d])。

证明 （i）设 a < x < b，故有 c = inf f ≤ f(x) < f(b) = d，则 c < d。

定义 F : (a,+∞) → R：

F (x) =

f(x), a < x ≤ b,

x− b+ d, x > b.

可知 F (x)单调递增，inf F = c，supF = +∞。
故 RgF = (c,+∞)，有 RgF |(a,b] = (c, d]。

故 Rgf = RgF \ RgF |(b,+∞) = (c, d]。

（ii）定义 G : (c,+∞) → R。
由命题 3，G(F (x)) = x，∀x ∈ (a,+∞)，故 G连续。

则 g = G|(c,d] 连续。

命题 2.17
设 −∞ < a < b < +∞，f ∈ C([a, b])严格单调，记

c = f(a), d = f(b).
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2.3 连续函数的反函数

♠

则

（i）c < d，Rgf = [c, d]；

（ii）设 g : [c, d] → R，

g(f(x)) = x, ∀x ∈ [a, b],

则 g ∈ C([c, d])。

证明 （i）由于 f 单调递增，故 c = f(a) < f(b) = d。由介值定理，∃x0 ∈ [a, b]，

c = f(a) ≤ f(x0) ≤ f(b) = d,

故 Rgf = [c, d]。

（ii）定义 F : [a,+∞) → R：

F (x) =

f(x), a ≤ x ≤ b,

x− b+ d, x > b.

F (x) =

f(x), a ≤ x ≤ b,

x− b+ d, x > b.

由于 F 连续且单调递增，由于

F (a) = c, supF = +∞,

由命题 4，RgF = [c,+∞)。定义 G : [c,+∞) → R，

G(F (x)) = x, ∀x ∈ [c,+∞),

由命题 4，G连续，因此 G|[c,d] 连续。

命题 2.18

♠

设 I ⊂ R为区间，f : I → R严格单调，设 g : Rgf → R，

g(f(x)) = x, ∀x ∈ I,

则 g与 f 同向：

（i）如果 f 单调增，g递增；

（ii）如果 f 单调减，g递减。

证明 对于（ii），若 f 单调减，则 −f 单调增。记 h : Rg(−f) → R，

h(−f(x)) = x, ∀x ∈ I.

由（i）Rg(−f)为区间，h连续。因为

Rgf = {−y : y ∈ Rg(−f)},
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2.4 间断点与单边极限

g(y) = h(−y), ∀y ∈ Rgf,

所以 g与 f 同向，g连续。

定理 2.5

♡
f 在 [a, b]严格单调且连续，则 f−1 在其定义域内 [f(a), f(b)]或 [f(b), f(a)]连续。

证明 不妨设 f 单调增。

设 y0 ∈ (f(a), f(b))，x0 = f−1(y0)，则 x0 ∈ (a, b)。

设 ε > 0，则 ∃x1, x2 ∈ (a, b)，

0 < |x− x1| < ε, 0 < |x− x2| < ε.

f(x1) = y1, f(x2) = y2, 则y1 < y0 < y2.

令 δ = min

{
y2 − y0

2
,
y0 − y1

2

}
故 y ∈ U(y0, δ)，x = f−1(y) ∈ [x1, x2]。

故 |f−1(y)− f−1(y0)| < ε

定理 2.6

♡
若 f ∈ C([a, b])，则 f(x)在 [a, b]上有界且取得最大值。

证明 记M = sup
x∈[a,b]

f(x)，下面证 ∃ξ ∈ [a, b]，使得 f(ξ) =M。

若不然，则对一切 x ∈ [a, b]，f(x) < M。

令

g(x) =
1

M − f(x)
, x ∈ [a, b].

则 g(x) ∈ C([a, b])，且 g(x) > 0。

可得 g(x)在 [a, b]上有上界，记为 g(x) ≤ G，G > 0。

0 < g(x) =
1

M − f(x)
≤ G.

可得

f(x) ≤M − 1

G
.

因此M 不是上确界。

2.4 间断点与单边极限

2.4.1 左极限和右极限

设 f ⊂ R → R，x0 ∈ A，如果 x0 在 f 不连续，我们称 x0 为 f 的不连续点或间断点。

定义 2.8
设 f : A ⊂ R → R，设 x0 ∈ R，x0 是 A ∩ (−∞, x0)的聚点。设 a ∈ R，如果 ∀ε > 0，∃δ > 0，使
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2.4 间断点与单边极限

♣

|f(x)− a| < ε, ∀x ∈ A ∩ (x0 − δ, x0),

称 a是 f 在 x0 点的左极限。

由定义：a是 f 在 x0 点的左极限，意味着 f(x)在向左趋于 x0 时极限为 a。

• f 在 x0点的左极限实质上就是 f |A∩(−∞,x0)在 x0点的极限，因此如果 f 在 x0点有左极限，左极限是唯

一的。我们用 lim
x→x−

0

f(x)表示 f 在 x0 点的左极限，我们也经常简单记 f(x−0 ) = lim
x→x−

0

f(x)。

注意：f(x−0 )不表示 f 在 x0 处所取的值。

定义 2.9

♣

设 f : A ⊂ R → R，设 x0 ∈ R，x0 是 A ∩ (x0,+∞)的聚点。设 a ∈ R，如果 ∀ε > 0，∃δ > 0，使

|f(x)− a| < ε, ∀x ∈ A ∩ (x0, x0 + δ),

称 a是 f 在 x0 点的右极限。

由定义：a是 f 在 x0 点的右极限，意味着 f(x)在向右趋于 x0 时极限为 a。

• f 在 x0点的右极限实质上就是 f |A∩(x0,+∞)在 x0点的极限，因此如果 f 在 x0点有右极限，右极限是唯

一的。我们用 lim
x→x+

0

f(x)表示 f 在 x0 点的右极限，我们也经常简单记 f(x+0 ) = lim
x→x+

0

f(x)。

例题 2.8设

H(x) =

0, x ≤ 0,

1, x > 0.

则 H(0−) = 0，H(0+) = 1。

左右极限又称为被称为单边极限，单边极限和 f 在 x0 点极限有如下关系。

命题 2.19

♠

设 f : A ⊂ R → R，设 x0 ∈ R，x0 既是 A ∩ (−∞, x0)的聚点，也是 A ∩ (x0,+∞)的聚点。

设 a ∈ R，则

lim
x→x0

f(x) = a 当且仅当 f(x−0 ) = f(x+0 ) = a.

命题 2.20

♠

设 f : A ⊂ R → R，设 x0 ∈ R，x0 既是 A ∩ (−∞, x0)的聚点，也是 A ∩ (x0,+∞)的聚点。

设 a ∈ R，则

lim
x→x0

f(x) = a ⇐⇒ lim
x→x−

0

f(x) = lim
x→x+

0

f(x) = a.

注 x0 是 A ∩ (−∞, x0)的聚点，且是 A ∩ (x0,+∞)的聚点，可得 x0 是 A的聚点，反之不然。

证明

⇒由于 lim
x→x0

f(x) = a。故设 ε > 0，则 ∃δ > 0，使

|f(x)− a| < ε, ∀x ∈ {A ∩ (x0 − δ, x0 + δ)} \ {x0}.
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2.4 间断点与单边极限

由于 x0 是 A ∩ (−∞, x0)的聚点，故 ∃ 0 < δ1 < δ，使

|f(x)− a| < ε, ∀x ∈ A ∩ (x0 − δ1, x0).

同理 ∃ 0 < δ2 < δ，使

|f(x)− a| < ε, ∀x ∈ A ∩ (x0, x0 + δ2).

故

lim
x→x−

0

f(x) = lim
x→x+

0

f(x) = a.

⇐由于 lim
x→x−

0

f(x) = lim
x→x+

0

f(x) = a，且 x0 是 A的聚点。设 ε > 0，

故 ∃δ1, δ2 > 0，使

|f(x)− a| < ε, ∀x ∈ A ∩ (x0 − δ1, x0),

|f(x)− a| < ε, ∀x ∈ A ∩ (x0, x0 + δ2).

取 δ = min{δ1, δ2}，则

|f(x)− a| < ε, ∀x ∈ A ∩ {x0 − δ, x0 + δ} \ {x0}.

即 lim
x→x0

f(x) = a。

命题 2.21

♠

设 f : A ⊂ R → R，设 x0 ∈ A，x0既是 A ∩ (−∞, x0)的聚点，也是 A ∩ (x0,+∞)的聚点，则 f 在 x0点

连续当且仅当

f(x−0 ) = f(x+0 ) = f(x0).

证明 ⇒由于 f 在 x0 点连续，设 ε > 0，∃δ > 0，使

|f(x)− f(x0)| < ε, ∀x ∈ A ∩ (x0 − δ, x0 + δ).

由于 x0 既是 A ∩ (−∞, x0)的聚点，也是 A ∩ (x0,+∞)的聚点，

故 ∃ 0 < δ1, δ2 < δ，使

|f(x)− f(x0)| < ε, ∀x ∈ A ∩ (x0 − δ1, x0) =⇒ f(x−0 ) = f(x0),

|f(x)− f(x0)| < ε, ∀x ∈ A ∩ (x0, x0 + δ2) =⇒ f(x+0 ) = f(x0).

⇐由于 f(x−0 ) = f(x+0 ) = f(x0)，由命题 1可得 lim
x→x0

f(x) = f(x0)，则 f 在 x0 点连续。

注类似地我们还可以定义

lim
x→x−

0

f(x) = ±∞, lim
x→x+

0

f(x) = ±∞.
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2.4 间断点与单边极限

定义 2.10

♣

设 f : A ⊂ R → R，设 x0 ∈ R，x0 是 A ∩ (−∞, x0)的聚点。若 ∀M > 0，

∃δ > 0, 使得：

定义 2.11

♣

设 f : A ⊂ R → R，设 x0 ∈ R，x0 是 A ∩ (−∞, x0)的聚点。若 ∀M > 0，

∃δ > 0, 使得：

f(x) > M, ∀x ∈ A ∩ (x0 − δ, x0),

我们记 lim
x→x−

0

f(x) = +∞。如果 ∀M > 0，∃δ > 0，使

f(x) < −M, ∀x ∈ A ∩ (x0 − δ, x0),

我们记 lim
x→x−

0

f(x) = −∞。

2.4.2 不连续点类型

定义 2.12

♣
设 A ⊂ R，x0 ∈ A。如果存在 ε > 0，使得 (x0 − ε, x0 + ε) ⊂ A，称 x0 为 A的内点。

例题 2.9设闭区间 [a, b]，∀a < x < b，x是区间上的内点；x = a或 x = b不是内点。

（1）f 在 x0 点有极限，但 lim
x→x0

f(x) ̸= x0。

我们称 x0 是 f 的可去不连续点；“可去”意味着：
定义

f̃(x) =

f(x), x ∈ A \ {x0},

lim
x→x0

f(x), x = x0,

则 f̃(x)在 x0 点连续。

（2）f 在 x0 点有左极限和右极限，但是 f(x−0 ) ̸= f(x+0 )，我们称 x0 为 f 的跳跃不连续点。

（3）f 在 x0 点左极限或右极限不存在，我们称 x0 为 f 的第二类不连续点。

命题 2.22

♠

设 f : A ⊂ R → R，设 x0 ∈ R，x0 既是 A ∩ (−∞, x0)的聚点，也是 A ∩ (x0,+∞)的聚点，则

lim
x→x0

f(x) = +∞ ⇐⇒ lim
x→x−

0

f(x) = +∞, lim
x→x+

0

f(x) = +∞.

证明

⇒设M > 0，∃δ > 0，使

f(x) > M, ∀x ∈ {A ∩ (x0 − δ, x0 + δ)} \ {x0}.

则
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2.4 间断点与单边极限

f(x) > M, ∀x ∈ A ∩ (x0 − δ, x0),

f(x) > M, ∀x ∈ A ∩ (x0, x0 + δ).

即 lim
x→x−

0

f(x) = +∞， lim
x→x+

0

f(x) = +∞。

⇐设M > 0，∃δ1 > 0，使

f(x) > M, ∀x ∈ A ∩ (x0 − δ1, x0).

设M > 0，∃δ2 > 0，使

f(x) > M, ∀x ∈ A ∩ (x0, x0 + δ2).

故取 δ = min{δ1, δ2}，有

f(x) > M, ∀x ∈ {A ∩ (x0 − δ, x0 + δ)} \ {x0}.

故 lim
x→x0

f(x) = +∞。

例题 2.10设 f : R \ {0} → R，f(x) =
1

x
，则

lim
x→0−

f(x) = −∞, lim
x→0+

f(x) = +∞.

证明 设M1 > 0，δ1 =
1

M1
> 0。

故

f(x) =
1

x
> M1, ∀x ∈ (0, δ1).

则 lim
x→0+

f(x) = +∞。设M2 > 0，δ2 = − 1

M2
> 0。

故

f(x) =
1

x
< −M2, ∀x ∈ (δ2, 0).

则 lim
x→0−

f(x) = +∞。

例题 2.11

设

f(x) =

1, x = 0,

0, x ∈ R \ {0},

则 x = 0为 f 的可去不连续点。

例题 2.12

设

H(x) =

0, x ≤ 0,

1, x > 0,

则 x = 0是 H 的跳跃不连续点。
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2.4 间断点与单边极限

例题 2.13

设

f(x) =


1

x
, x ̸= 0,

0, x = 0,

则 x = 0是 f 的本性不连续点。

例题 2.14若 lim
x→x0

f(x) = A，则 lim
x→x0

3
√
f(x) = 3

√
A。

证明

A = 0时：∀ε > 0，∃δ > 0，当 0 < |x− x0| < δ时，

∣∣∣ 3
√
f − 3

√
A
∣∣∣ = |f −A|∣∣∣ 3

√
f2 + 3

√
fA+

3
√
A2
∣∣∣ < |f −A|

A2/3
.

由 lim
x→x0

f(x) = A知，∀ε > 0，∃δ > 0，当 0 < |x− x0| < δ时，

∣∣∣ 3
√
f − 3

√
A
∣∣∣ < |f −A|

A2/3
< A2/3ε.

由 lim
x→x0

f(x) = A知，∀ε > 0，∃δ > 0，当 0 < |x− x0| < δ时，

∣∣∣ 3
√
f − 3

√
A
∣∣∣ < |f −A|

A2/3
< A2/3ε.

例题 2.15
lim
x→0

n
√
1 + x− 1

x
=

1

n
⇒ 实际上说明了 n

√
1 + x在x = 0点⋯⋯

证明

证明时：

( n
√
1 + x)n − 1 =

(
n
√
1 + x− 1

) [
( n
√
1 + x)n−1 + ( n

√
1 + x)n−2 + · · ·+ n

√
1 + x+ 1

]
.

lim
x→0

n
√
1 + x− 1

x
= lim
x→0

1

( n
√
1 + x)n−1 + ( n

√
1 + x)n−2 + · · ·+ n

√
1 + x+ 1

=
1

n
.

例题 2.16
两个重要极限

(i)
lim
x→0

sinx

x
= 1.

(ii)

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e.

证明
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2.4 间断点与单边极限

(i)
S△AOC < S扇形AOB < S△AOB .

故

sinx < x < tanx =
sinx

cosx
,

故

cosx <
sinx

x
< 1.

由于
sinx

x
是偶函数，故只需考虑 x ∈ (0,

π

2
)时的情形。

故只需证 lim
x→0

cosx = 1。

又

0 < 1− cosx = 2 sin2
x

2
≤ x2

2
→ 0.

故 lim
x→0

cosx = 1。

则由夹逼定理可得：

lim
x→0

sinx

x
= 1.

O C A

D

B

(ii) x→ +∞时，

(
1 +

1

[x] + 1

)[x]

<

(
1 +

1

x

)x
<

(
1 +

1

[x]

)[x]+1

.

即

lim
x→+∞

(
1 +

1

[x] + 1

)[x]

= lim
x→+∞

(
1 + 1

[x]+1

)[x]+1

1 + 1
[x]+1

= e,

lim
x→+∞

(
1 +

1

[x]

)[x]+1

= lim
x→+∞

(
1 +

1

[x]

)[x](
1 +

1

[x]

)
= e.

变量代换：

lim
x→+∞

(1 + x)1/x = e.

记 x =
1

t
，则 t→ 0+， lim

t→0+
(1 + t)1/t = e。

例题 2.17 3　设 lim
x→x0

f(x) = a， lim
t→t0

g(t) = x0。如果在 t0 的某个邻域内，g(t) ̸= x0，则

lim
t→t0

f [g(t)] = a.

证明 由 lim
x→x0

f(x) = a知：设 ε > 0，∃δ > 0，当 0 < |x− x0| < δ时，

|f(x)− a| < ε.

对此 δ， lim
t→t0

g(t) = x0，∃δ1 > 0，当 0 < |t− t0| < δ1 时，有：

|f(x)− a| < ε.

对此 δ， lim
t→t0

g(t) = x0，∃δ1 > 0，当 0 < |t− t0| < δ1 时，有：

0 < |g(t)− x0| < δ.
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2.5 单调函数的极限

故有：

|f [g(t)]− a| < ε, ∀ 0 < |t− t0| < δ1.

lim
t→0

ln(1 + t)1/t = ln e = 1.

即：

lim
t→0

ln(1 + t)

t
= 1 ⇒ t→ 0时 ln(1 + t) ∼ t.

4．x→ x0 时，f ∼ f1，g ∼ g1。若 lim
x→x0

f

g
存在，则

lim
x→x0

f

g
= lim
x→x0

f1
g1
.

证明
f

g
=

f

f1
· f1
g1

· g1
g
.

lim
x→0

sinx− tanx

x3
= lim
x→0

sinx
(
1− 1

cos x

)
x3

= lim
x→0

sinx

x
· 1

cosx
· cosx− 1

x2
= −1

2
.

lim
x→0

ln(cosx)

tan2 x
= lim
x→0

ln(cosx)

x2
= lim
x→0

− sin x
cos x

2x
= lim
x→0

− sinx

2x cosx
= −1

2
.

2.5 单调函数的极限
单调极限：

定义 2.13

♣

设 a,A ∈ R，并设 f(x)在 (a− δ, a)有定义。

如果 ∀ε > 0，∃δ > 0，使 a− δ < x < a，都有

|f(x)−A| < ε,

则称 x→ a时，f(x)从左趋于极限

lim
x→a−

f(x) = A.

如果趋近无界，记 supB = +∞。

定义 2.14
设 a ∈ R，f(x)在 (a− δ, a)有定义。如果 ∀E > 0，

∃δ > 0, ∃a− δ < x < a时，都有

f(x) > E,

则称 x→ a− 时，f(x)趋于 +∞：
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2.5 单调函数的极限

♣

lim
x→a−

f(x) = +∞.

单调函数的单侧极限存在

定理 2.7

♡

设 f 在开区间 (a− η, a)上递增（减），则

lim
x→a−

f(x) = sup
(a−η,a)

f(x)

(
inf

(a−η,a)
f(x)

)
.

（1）设 f(x)在区间 (a, a+ η)上单调（减），则

lim
x→a+

f(x) = inf
(a,a+η)

f(x)

(
sup

(a,a+η)

f(x)

)
.

证明 a．（1）f(x)在 (a− η, a)上递增时。

①若
sup

x∈(a−η,a)
f(x) = +∞,

则 ∀E > 0，∃xE ∈ (a− η, a)，使

f(xE) > E.

设 δ = a− xE，则 ∀x ∈ (a− δ, a)，

f(x) > f(xE) > E.

则

lim
x→a−

f(x) = +∞ = sup
x∈(a−η,a)

f(x).

②若
sup

x∈(a−η,a)
f(x) = A < +∞,

则 ∀ε > 0，存在 xε ∈ (a− η, a)，使

A− ε < f(xε) ≤ A.

记 δ = a− xε，则 ∀x ∈ (a− δ, a)时，

由单调性：A ≥ f(x) > f(xε) > A− ε。

故 |f(x)−A| < ε，∀x ∈ (a− δ, a)。

即

lim
x→a−

f(x) = A = sup
x∈(a−η,a)

f(x).

b．f(x)在 (a, a+ η)上递增时。

①若
inf

x∈(a,a+η)
f(x) = −∞,

则 ∀E > 0，∃xE ∈ (a, a+ η)，使
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2.5 单调函数的极限

f(xE) < −E.

取 δ = xE − a > 0，∀x ∈ (a, a+ δ)，

故 f(x) < f(xE) < −E。
即

lim
x→a+

f(x) = −∞ = inf
x∈(a,a+η)

f(x).

②若
inf

x∈(a,a+η)
f(x) = A ∈ R,

则 ∀ε > 0，∃xE ∈ (a, a+ η)，使

则 ∀ε > 0，∃xE ∈ (a, a+ η)，使

f(xE) < A− ε .

故 ∀x ∈ (a, xE)，有

A ≤ f(x) < f(xE) < A− ε.

记 δ = xE − a。

则

|f(x)−A| < ε, ∀x ∈ (a, a+ δ).

即

lim
x→a+

f(x) = A = inf
(a,a+η)

f(x).

c．f(x)在 (a− η, a)上递减时。

①若 inf f(x) = −∞，则 ∀E > 0，∃xE ∈ (a− η, a)，使

f(xE) < −E.

记 δ = a− xE，故

f(x) < f(xE) < −E, ∀x ∈ (a− δ, a).

即

lim
x→a−

f(x) = −∞ = inf
(a−η,a)

f(x).

②若 inf f(x) = A ∈ R，则 ∀ε > 0，∃xE ∈ (a− η, a)，使

f(xE) < f(x) + ε.

故

A ≤ f(x) < f(xE) < f(x) + ε, ∀x ∈ (xE , a).

记 δ = a− xE > 0。

故

|f(x)−A| < ε, ∀x ∈ (a− δ, a).
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2.5 单调函数的极限

即

lim
x→a−

f(x) = A = inf
(a−η,a)

f(x).

d．f(x)在 (a, a+ η)上单调递减时。

①
sup

(a,a+η)

f(x) = +∞.

∀E > 0，∃xE ∈ (a, a+ η)，使 f(xE) > E。

记 δ = xE − a > 0。

故

f(x) > f(xE) > E, ∀x ∈ (a, a+ δ).

即

lim
x→a+

f(x) = +∞ = sup
(a,a+η)

f(x).

②若
sup

(a,a+η)

f(x) = A ∈ R,

则 ∀ε > 0，∃xE ∈ (a, a+ η)，使

f(xE) > A− ε.

故有 A ≥ f(x) > f(xE) > A− ε，∀x ∈ (a, xE)。

记 δ = xE − a > 0。

则

|f(x)−A| < ε, ∀x ∈ (a, a+ δ).

即

lim
x→a+

f(x) = A = sup
(a,a+η)

f(x).

命题 2.23

♠

设 −∞ < a < b < +∞，f : (a, b) → R单调增，设 x0 ∈ (a, b)，则

（i） sup
(a,x0)

f ∈ R，并且

f(x−0 ) = sup
(a,x0)

f ;

（ii） inf
(x0,b)

f ∈ R，并且

f(x+0 ) = inf
(x0,b)

f.

证明

（i）因为 f 单调增，所以

f(x) ≤ f(x0), ∀x ∈ (a, x0).

因此 sup
(a,x0)

f ≤ f(x0)。设 x1 ∈ (a, x0)，则

f(x1) ≤ sup
(a,x0)

f ≤ f(x0).
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2.5 单调函数的极限

这就证明了 sup
(a,x0)

f ∈ R。

设 ε > 0，

f(x1) ≤ sup
(a,x0)

f ≤ f(x0).

这就证明了 sup
(a,x0)

f ∈ R。

设 ε > 0，∃x1 ∈ (a, x0)，使

sup
(a,x0)

f − ε < f(x1).

令 δ = x0 − x1，设 x0 − δ < x < x0。因为 f 单调增，所以 f(x1) ≤ f(x)，相比

sup
(a,x0)

f − ε < f(x1) ≤ f(x) ≤ sup
(a,x0)

f.

所以 ∣∣∣∣∣f(x)− sup
(a,x0)

f

∣∣∣∣∣ < ε, ∀x0 − δ < x < x0.

故

f(x−0 ) = sup
(a,x0)

f.

命题 2.24

♠

设 −∞ < a < b < +∞，f : (a, b) → R单调增。
（i）设 x0 ∈ (a, b)，则

f(x−0 ) ≤ f(x0) ≤ f(x+0 ).

（ii）设 x1, x2 ∈ (a, b)，x1 < x2，则

f(x+1 ) ≤ f(x−2 ).

证明 （i）由于 x0 ∈ (a, b)且 f 单调增，

sup
(a,x0)

f = f(x−0 ) ≤ f(x0),

inf
(x0,b)

f = f(x+0 ) ≥ f(x0).

故

f(x−0 ) ≤ f(x0) ≤ f(x+0 ).

证明 （ii）取 x =
x1 + x2

2
。

由于 f : (a, b) → R单调增，
则

f(x+1 ) = inf
(x1,b)

f ≤ f(x),

f(x−2 ) = sup
(a,x2)

f ≥ f(x).
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2.5 单调函数的极限

故 f(x+1 ) ≤ f(x−2 )。

下面证明：单调函数不连续点的集合至多可数。在本证明中，我们使用到最后论证中所说的相交问题。

命题 2.25

♠

设 S ⊂ 2R，S ̸= ∅，∀I ∈ S，I 为开区间，并且

I ∩ J = ∅, ∀I, J ∈ S, I ̸= J,

则 S 可数集。
关系称为开区间内分离的可数集合。

证明 设 I = (a, b)，其中 −∞ ≤ a < b ≤ +∞。我们用 l(I)表示区间 I 的长度，即

l(I) =

b− a, a, b ∈ R,

+∞, a = −∞或b = +∞.

Claim 1：设 f : {1, 2, . . . , n} → S 为单射。如果存在M, ε > 0，使得

I ⊂ (−M,M), l(I) ≥ ε, ∀I ∈ S,

则

n ≤ 2M

ε
.

证 Claim 1：因为

f(i) ∩ f(j) = ∅, ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, i ̸= j,

f(i) ⊂ (−M,M), i = 1, 2, . . . , n.

所以

nε ≤
n∑
i=1

l(f(i)) ≤ l((−M,M)) < 2M.

故可得：n ≤ 2M

ε
。

Claim 2：如果存在M, ε > 0，使得

I ⊂ (−M,M), l(I) ≥ ε, ∀I ∈ S,

则 S 为有限集。
证 Claim 2：记

K = {n ∈ N∗ :存在单射f : {1, 2, . . . , n} → S}.

因为 S ̸= ∅，所以 1 ∈ K，因此K ̸= ∅。由 Claim 1，K 有上界，因此K 有最大元，记 N = maxK。则存

在单射 f : {1, 2, . . . , N} → S。因为 N = maxK，所以 f 为满射，因此 S 为有限集。
Claim 3：如果

l(I) < +∞, ∀I ∈ S,
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2.5 单调函数的极限

则 S 为可数集。
证 Claim 3: 任取开区间 (a, b) ∈ S，则 l(a, b) ∈ R，记

Sn =

{
I ∈ S; I ⊂ (a− n, b+ n), l(I) ≥ b− a

n

}
, n = 1, 2 . . .

设 Sn ̸= ∅, n = 1, 2 . . .，并且 S =
⋃+∞
n=1 Sn，由 Claim 2，Sn 为有限集，n = 1, 2 . . .

所以 S 为可数集。□
记:

S1 = {I ∈ S; l(I) < +∞}

S2 = {I ∈ S; l(I) = +∞}

如果 S1 ̸= ∅，由 Claim 3，S1 为可数集；如果 S2 ̸= ∅，
由于 S2 中的开区间互不相交，S2 中最多有两个，所以 S2 为有限集。

则 S = S1 ∪ S2 为可数集。

定理 2.8

♡

设 I ⊂ R为开区间，f : I → R单调，记

D = {x ∈ I : f 在x点不连续}.

（i）如果 x0 ∈ D，则 x0 为 f 的跳跃不连续点；

（ii）如果 D ̸= ∅，则 D为可数集。

证明 我们考虑 f 单调增。

（i）设 x0 ∈ I。由命题 1、命题 2，得 f 存在左右极限，且

f(x−0 ) ≤ f(x0) ≤ f(x+0 ).

如果 f(x−0 ) = f(x+0 )，则

f(x−0 ) = f(x0) = f(x+0 ),

因此 f 在 x0 点连续。

故如果 x0 ∈ D，一定有

f(x−0 ) < f(x+0 ),

因此 x0 为 f 的跳跃不连续点。

（ii）设 x ∈ D，由（i）知：f(x−) < f(x+)。令

S = {(f(x−), f(x+)) : x ∈ D}.

因为 D ̸= ∅，所以 S ̸= ∅。
设 x, y ∈ D，x < y，由命题 2：

f(x+) ≤ f(y−),

因此
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2.5 单调函数的极限

(f(x−), f(x+)) ∩ (f(y−), f(y+)) = ∅.

所以由命题 3，S 为可数集。令

g : D → S,

g(x) = (f(x−), f(x+)), x ∈ D.

显然，g为满射；由可得，g为单射，所以 g为双射。

因为 S 为可数，所以 D为可数集。

假设 f 单调减。

（i）设 x0 ∈ I。由命题 1、2得：f 存在左右极限，且

f(x+0 ) ≤ f(x0) ≤ f(x−0 ).

若 f(x+0 ) = f(x−0 )，故 f(x+0 ) = f(x−0 ) = f(x0)，即 f 在 x0 点连续。因此 x0 /∈ D。

故当 x ∈ D时，一定有 f(x+) < f(x−)，即 x0 为 f 的跳跃不连续点。

（ii）由于 D ̸= ∅，故设 x ∈ D。由（i）知：f(x+) < f(x−)。

即 x0 为 f 的跳跃不连续点。

（ii）由于 D ̸= ∅，故设 x ∈ D。由（i）知：f(x+) < f(x−)。

记

S = {(f(x+), f(x−)) : x ∈ D}.

由于 D ̸= ∅，所以 S ̸= ∅。
设 x, y ∈ D，x < y。由命题 2可知：

f(x+) ≥ f(y−),

故

(f(x+), f(x−)) ∩ (f(y+), f(y−)) = ∅.

即由命题 3，S 为可数集。
设 g : D → S，
由定义显然可知 g为满射，又由（ii）知 g为单射。

故 g为双射。

因此 D为可数集。证。

另一种证明方法：

1. f ↑, x ∈ [a, b]

假设 x0 是间断点，则 ∃ε0, ∃
∀x0 的邻域，都存在取值 f(x)满足

|f(x)− f(x0)| ≥ ε0 (∗) x0

} B

} A

先考虑 x0 的右侧邻域，即 f 取值：B = {f(x) | x > x0}
因其有下界 f(x0)，故有下确界 β。( lim

x→x+
0

f(x) = β)

同理：A = {f(x) | x < x0}有上确界 α ( lim
x→x−

0

f(x) = α)

(1)下证 β − α > 0
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2.5 单调函数的极限

若 β − α = 0，则 β = α = f(x0)，由于 β 是 B 的下确界

则存在 x1 > x0，使得：f(x1) < f(x0) + ε0

因此：x0 < x < x1 中，都有 f(x) ≤ f(x1) < f(x0) + ε0

与 (∗)式矛盾.
2. 假设 f(x) ∈ (α, β)，若存在 x > x0，则有 f(x) > f(x0)

如此一来：f(x) ≥ β (β 是 B 的下确界) . 矛盾.
同理：若 x < x0 . 矛盾.
3. 不同间断点 x0, x1 ,所做出的开区间 (α, β) , (α1, β1)不相交.
4. D = {x | x是f(x)的间断点} ,所有间断点生成的开区间互不相交. 在每个开区间内取 1个有理数标志该

区间

于是得到从 D到有理数集为单射.
因为有理数集可数

故 D是可数集.
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第三章 第一次作业

1．设 f : A ⊂ R → R，x0 ∈ A。

证明 如果 x0 为 A的聚点，则 f 在 x0 点连续

⇐⇒ lim
x→x0

f(x) = f(x0).

证明

⇒由于 f 在 x0 点连续，设 ε > 0。

故 ∃δ > 0，使

|f(x)− f(x0)| < ε, ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

故 ∀x ∈ {(x0 − δ, x0 + δ)} \ {x0}时，有

|f(x)− f(x0)| < ε

成立。

故

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

⇐由于 lim
x→x0

f(x) = f(x0)，设 ε > 0。

故 ∃δ > 0，使

|f(x)− f(x0)| < ε, ∀x ∈ {(x0 − δ, x0 + δ)} \ {x0}.

由于 x = x0 时，|f(x0)− f(x0)| = 0 < ε，故 ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)时，有

|f(x)− f(x0)| < ε.

故 f 在 x0 点连续。

2．设 f : A ⊂ R → R，x0 ∈ A。下列叙述是等价的：

（i）f 在 x0 连续；

（ii）如果 xn ∈ A，n = 1, 2, . . .，xn → x0，则

lim
n→∞

f(xn) = f(x0).

证明 （i）⇒（ii）
由（i）知，设 ε > 0，∃δ > 0，使

|f(x)− f(x0)| < ε, ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

设子列 {xn}，xn ∈ A，n = 1, 2, . . .，满足 |xn − x0| <
1

n
。

即 xn → x0。

故 ∃N ∈ N∗，使

|xn − x0| < δ, ∀n ≥ N.

∀n ≥ N 有：



|f(xn)− f(x0)| < ε.

则

lim
n→∞

f(xn) = f(x0).

（ii）⇒（i）
（ii）⇒（i）
假设 f 在 x0 不连续，故 ∃ε > 0，使

∀δ > 0, 有 |f(x)− f(x0)| ≥ ε, ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

设 xn ∈ A，δ =
1

n
，故 |xn − x0| <

1

n
，

即

x0 −
1

n
< xn < x0 +

1

n
.

由夹逼准则得：xn → x0。

由（ii）有：
lim
n→∞

f(xn) = f(x0).

这与

|f(x)− f(x0)| ≥ ε, ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)

矛盾！

故 f 在 x0 连续。

3．设 f : A ⊂ R → B ⊂ R，g : B → R，x0 ∈ A，y0 = f(x0)。如果 f 在 x0点连续，g在 y0点连续，则 g ◦ f 在
x0 点连续。

证明 设 ε > 0。因为 g在 y0 点连续，存在 σ > 0，使得

|g(y)− g(y0)| < ε, ∀y ∈ B ∩ (y0 − σ, y0 + σ).

因为 f 在 x0 点连续，故 ∃δ > 0，使得

|f(x)− f(x0)| < σ, ∀x ∈ A ∩ (x0 − δ, x0 + δ).

由于 y0 = f(x0)且 f(x) ∈ B ∩ (y0 − σ, y0 + σ)，总有 g ◦ f : A ∩ R → R。
故

|g(f(x))− g(f(x0))| < ε, ∀x ∈ A ∩ (x0 − δ, x0 + δ).

即

|(g ◦ f)(x)− (g ◦ f)(x0)| < ε.

故 g ◦ f 在 x0 点连续。

4．设 f ∈ C([a, b])，证明 f 有最大值和最小值。

证明 先证 f 有界。

反证法：假设 f 无上界，则 f(x) → +∞。
故 ∃{xn}，xn ∈ [a, b]，n = 1, 2, . . .，使

f(xn) ≥ n, ∀n = 1, 2, . . . .
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又由于 xn 有界，故 ∃{xni}，使得 {xni}收敛。
不妨设 xni

→ x0。

故 f(xni
) → f(x0)，与 f → +∞矛盾。

故 f 有上界。

同理可证得 f 有下界，故 f 有界。

由于 f 有界，设 f 有上、下确界记为M,m。

下证：∃x0 ∈ [a, b]，使

由于 f 有界，设 f 有上、下确界记为M,m。

下证：∃x0 ∈ [a, b]，使

f(x0) =M.

由于M 为上确界，故设 ε > 0，∃xn ∈ [a, b]，n = 1, 2, . . .，使

M − 1

n
≤ f(xn) ≤M.

由夹逼定理可得：

lim
n→∞

f(xn) =M.

故 {f(xn)}收敛。
由于 xn ∈ [a, b]有界，故有一个收敛的子列 {xnk

}，xnk
→ x0。

由于 f(xn) →M，故 f(xnk
) →M。

则 f(x0) =M，即 f 有最大值。

又设 f 有下确界m。

故 −f 有上确界 −m。
可得 −f 取得最大值为 −m，
则 f 取得最小值m。

即证明了 f 有最大值和最小值。

5．介值定理：
设 f ∈ C([a, b])，记m = min f，M = max f。如果m ≤ a ≤M，则存在 x0 ∈ [a, b]，使得

f(x0) = a.

证明

设 {an}、{bn}、{ln}，an, bn ∈ [a, b]，ln = bn − an，ln ∈ R，∀n = 1, 2, . . .。

由于 f ∈ C([a, b])，且m = min f，M = max f，

故 ∃x1, x2 ∈ [a, b]，使

f(x1) =M, f(x2) = m.

记 a1 = min{x1, x2}，b1 = max{x1, x2}，则 a1 < b1。

取 c1 =
b1 + a1

2
。

若 f(c1) = a，则 ∃x0 = c1，使 f(x0) = a。

若 f(c1) ̸= a，

① f(c1) > a，则 a2 = a1，b2 = c1；

② f(c1) < a，则 b2 = b1，a2 = c1。
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这样有 a2 ≤ max{a1,
a1 + b1

2
} ≤ b2。

故可得 [a2, b2] ⊂ [a1, b1]，a ∈ [f(a2), f(b2)]。

这样有 a2 ≤ max{a1,
a1 + b1

2
} ≤ b2。

故可得 [a2, b2] ⊂ [a1, b1]，a ∈ [f(a2), f(b2)]。
...
重复上述操作，可得

[an, bn] ⊂ [an−1, bn−1] ⊂ · · · ⊂ [a1, b1],

a ∈ [f(an), f(bn)].

由上可得：{an}单调增又有上界，故 {an}收敛。
记

x0 = lim
n→∞

an.

由于

lim
n→∞

ln = lim
n→∞

(bn − an) = lim
n→∞

b1 − a1
2n−1

= 0,

故 bn → an，则 bn → x0。

设 ε > 0，∃N ∈ N∗，使

|f(an)− f(x0)| < ε,

|f(bn)− f(x0)| < ε.

故

|a− f(x0)| ≤ min{|f(an)− f(x0)|, |f(bn)− f(x0)|} < ε, ∀ε > 0.

即 f(x0) = a。

6．设 −∞ ≤ a < b ≤ +∞，f ∈ C((a, b))单调增，记

c = inf f, d = sup f.

则

（i）−∞ ≤ c < d ≤ +∞，Rgf = (c, d)；

（ii）记 g : (c, d) → R，

g(f(x)) = x, x ∈ (a, b),

则 g ∈ C((c, d))。

证明

（i）任取 x1, x2 ∈ (a, b)，x1 < x2。

由于 c = inf f，d = sup f，且 f 单调增，

故

c = inf f ≤ f(x1) < f(x2) ≤ sup f = d,

即 c < d。
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下证 Rgf = (c, d)。

设 x0 ∈ (a, b)。

故 ∃ε > 0，使

(x0 − ε, x0 + ε) ⊂ (a, b).

故

c = inf f ≤ f(x0 − ε) < f(x0) < f(x0 + ε) ≤ sup f = d.

由于 x0 的任意性可得 Rgf ⊂ (c, d)。

设 y0 ∈ (c, d)，记 ε = y0 − c。

由于 c = inf f，

设 y0 ∈ (c, d)，记 ε = y0 − c。

由于 c = inf f，

故 ∃x1 ∈ (a, b)，使

f(x1) > inf f + ε = y0.

同理 ∃x2 ∈ (a, b)，使

f(x2) < y0.

由介值定理可知 ∃x ∈ (min{x1, x2},max{x1, x2})，使

f(x) = y0.

故 (c, d) ⊂ Rgf。

综上有：Rgf = (c, d)。

（ii）设 x0 ∈ (a, b)，g(f(x0)) = x0。

(x0 − ε, x0 + ε) ⊂ (a, b),

故

f(x0 − ε), f(x0 + ε) ∈ (c, d).

由于 f 单调增，故

f(x0 − ε) < f(x0) < f(x0 + ε).

记

δ = min{f(x0)− f(x0 − ε), f(x0 + ε)− f(x0)}.

由于 g ◦ f 单调增，故 g单调增，

则 ∀f(x) ∈ (f(x0)− δ, f(x0) + δ)，有

g(f(x0 − ε)) < g(f(x)) < g(f(x0 + ε)),

即

x0 − ε < g(f(x)) < x0 + ε.
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即

|g(f(x))− g(f(x0))| < ε.

故 g连续。

7．证明：设 f : A ⊂ R → R，设 x0 ∈ R，x0 既是 A ∩ (−∞, x0)的聚点，也是 A ∩ (x0,+∞)的聚点。设

a ∈ R，则

lim
x→x0

f(x) = a ⇐⇒ f(x−0 ) = f(x+0 ) = a.

证明 ⇒由于 lim
x→x0

f(x) = a，设 ε > 0，则 ∃δ > 0，使

|f(x)− a| < ε, ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) \ {x0}.

故有：

|f(x)− a| < ε, ∀x ∈ (x0 − δ, x0),

|f(x)− a| < ε, ∀x ∈ (x0, x0 + δ).

因此 f(x−0 ) = f(x+0 ) = a。

⇐设 ε > 0，由于 f(x−0 ) = a，故 ∃δ1 > 0，使

|f(x)− a| < ε, ∀x ∈ (x0 − δ1, x0).

又由于 f(x+0 ) = a，故 ∃δ2 > 0，使

|f(x)− a| < ε, ∀x ∈ (x0, x0 + δ2).

|f(x)− a| < ε, ∀x ∈ (x0, x0 + δ2).

取 δ = min{δ1, δ2}。
则 ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) \ {x0}，有

|f(x)− a| < ε.

故

lim
x→x0

f(x) = a.

8．设 f : A ⊂ R → R，设 x0 ∈ R，x0 是 A ∩ (−∞, x0)的聚点。用否定语言叙述

lim
x→x−

0

f(x) = +∞

不成立。

解存在一个M0 > 0，使得 ∀δ > 0，都有 x ∈ A，且满足

0 < |x− x0| < δ, f(x) ≤M0.
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命题 3.1

♠

9．设 −∞ < a < b ≤ +∞，f : (a, b) → R单调增，设 x0 ∈ (a, b)，则

（i） sup
(a,x0)

f ∈ R，并且

f(x−0 ) = sup
(a,x0)

f ;

（ii） inf
(x0,b)

f ∈ R，并且

f(x+0 ) = inf
(x0,b)

f.

证明 （i）由于 x0 ∈ (a, b)，故 ∃ε > 0，使

(x0 − ε, x0 + ε) ⊂ (a, b).

又由于 f : (a, b) → R单调增，
故 ∀x ∈ (a, x0)，

sup
(a,x0)

f ≤ f(x0) ≤ f(x0 + ε).

故 sup f ∈ R。
∀ε > 0，∃x1 ∈ (a, x0)，使

f(x1) > sup f − ε.

记 δ = x0 − x1 > 0。

故 ∀x ∈ (x0 − δ, x0)有

sup f ≥ f(x) > f(x1) > sup f − ε.

即

|f(x)− sup f | < ε.

故

f(x−0 ) = sup f.

（ii）由于 x0 ∈ (a, b)，故 ∃ε > 0，使

(x0 − ε, x0 + ε) ⊂ (a, b).

又由于 f : (a, b) → R单调增，
故 ∀x ∈ (x0, b)，

inf
(x0,b)

f ≥ f(x0) > f(x0 − ε).

故 inf f ∈ R。
∀ε > 0，∃x1 ∈ (x0, b)，使

故 inf f ∈ R。
∀ε > 0，∃x1 ∈ (x0, b)，使
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f(x1) < inf f + ε.

记 δ = x1 − x0。

故 ∀x ∈ (x0, x0 + δ)，有

inf f ≤ f(x) < f(x1) < inf f + ε.

即

|f(x)− inf f | < ε.

故

f(x+0 ) = inf f.

10．证明：设 −∞ ≤ a < b ≤ +∞，f : (a, b) → R单调增。
（i）设 x0 ∈ (a, b)，则

f(x−0 ) ≤ f(x0) ≤ f(x+0 ).

（ii）设 x1, x2 ∈ (a, b)，x1 < x2，则

f(x+1 ) ≤ f(x−2 ).

证明

（i）由题 9，
f(x−0 ) = sup

(a,x0)

f, f(x+0 ) = inf
(x0,b)

f.

由于 f : (a, b) → R单调增，
故 ∀x ∈ (a, x0)，有 f(x) ≤ f(x0)，故 sup(a,x0) f ≤ f(x0)。

同理可得 inf(x0,b) f ≥ f(x0)。

即

f(x−0 ) ≤ f(x0) ≤ f(x+0 ).

（ii）取 x0 =
x1 + x2

2
，δ =

x2 − x1
2

。

由于单增：

故 ∀x ∈ (x1, x1 + δ)，有

f(x+1 ) = inf
(x1,b)

f ≤ f(x0).

∀x ∈ (x2 − δ, x2)，有

f(x−2 ) = sup
(a,x2)

f ≥ f(x0).

故

f(x+1 ) ≤ f(x0) ≤ f(x−2 ).

11．设 I ⊂ R为开区间，f : I → R单调，记

D = {x ∈ I : f 在x点不连续}.

证明 如果 x0 ∈ D，则 x0 为 f 的跳跃不连续点。

证明
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不妨设 f 单调递增。设 x0 ∈ I。

由于 f : I → R单调，故左、右极限皆存在，记为 f(x−0 )与 f(x+0 )。

不妨设 f 单调递增，设 x0 ∈ I。

由于 f : I → R单调，故左、右极限皆存在，记为 f(x−0 )与 f(x+0 )。

由题 9可得：
f(x−0 ) ≤ f(x0) ≤ f(x+0 ).

若 f(x−0 ) = f(x+0 )，

故

lim
x→x0

f(x) = f(x−0 ) = f(x+0 ) = f(x0).

则 f(x)在 x0 点连续，x0 /∈ D。

故若 x0 ∈ D，则必有

f(x−0 ) < f(x+0 ).

故 x0 为跳跃不连续点。
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第四章 导数

（1）

lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x
= e.

（2）

lim
y→−∞

(
1 +

1

y

)y
= lim
y→+∞

(
1− 1

y

)−y

= lim
y→+∞

(
1 +

1

y − 1

)y

= lim
y→+∞

(
1 +

1

y − 1

)y−1(
1 +

1

y − 1

)
= e · 1 = e.

由（1）（2）可得：

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e.

也可得：

lim
x→0

(1 + x)1/x = e.

例题 4.1
lim
x→0

logb(1 + x)

x
= lim
x→0

ln(1 + x)

x ln b
=

1

ln b
.

由

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1,

令 t = ln(1 + x)，有

lim
t→0

et − 1

t
= 1.

例题 4.2
lim
x→0

bx − 1

x
= lim
x→0

ex ln b − 1

x ln b
ln b = ln b.

例题 4.3
lim
x→0

(1 + x)u − 1

x
= lim
x→0

eu ln(1+x) − 1

x
= lim
x→0

u ln(1 + x)

x
= u.

例题 4.4 a > 1，

lim
n→∞

nk

an
= 0, lim

n→∞

nk

an
= 0.

由 lim
n→∞

nk

an
= 0可得：

lim
n→∞

(n+ 1)k

an
= 0.

即 ∀ε > 0，∃N，当 n > N 时，

0 <
(n+ 1)k

an
< ε.

取 n < N + 1，则 n > N 时，类似：

0 <
xk

ax
<

[x]k

a[x]
<

([x] + 1)k

a[x]
< ε.

即

lim
x→+∞

xk

ax
= 0.



4.1 导数的定义

4.1 导数的定义

定义 4.1

♣

设 I ⊂ R为区间，f : I → R，x0 ∈ I。如果极限

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

存在，我们称 f 在 x0 点可导，并把

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

称 f ′(x0)为 f 在 x0 点的导数。

lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
, lim

∆y→0

∆y

∆x
差商.

我们有时把
f(x)− f(x0)

x− x0
，x ∈ I \ {x0}，称 f 在点 x0 的差商。

定义 4.2

♣

设 I ⊂ R为区间，f : I → R，设 A ⊂ I，A ̸= ∅。如果 ∀x ∈ A，f 在 x点可导，

我们称 f 在 A上可导。

例题 4.5
lim

∆y→0

(x+∆x)n − xn

∆x
= lim

∆y→0

xn + C1
n(∆x)x

n−1 + · · ·+ (∆x)n − xn

∆x
= nxn−1.

例题 4.6

f ′(x) = lim
∆x→0

(x+∆x)α − xα

∆x
= lim

∆x→0
xα
(
1 + ∆x

x

)α − 1

∆x

= xα lim
∆x→0

eα ln(1+∆x/x) − 1

∆x
= xα lim

∆x→0

α · ∆x
x

∆x
= αxα−1.

α ∈ (0, 1)时：

f ′(0) = lim
∆x→0

(∆x)α − 0

∆x
= lim

∆x→0
(∆x)α−1 = +∞.

故 f 在 x = 0点不可导。

定义 4.3

♣

设 I ⊂ R为区间，f : I → R。如果对于任意 x ∈ I，f 在 x点可导，我们称 f 可导。并定义函数 f ′ : I → R：

f ′(x) = f 在x点的导数, x ∈ I.

称 f ′ 为 f 的导函数，简称导数。

注如果 f ′ 的定义域是 I，我们用 x表示 f 的自变量，类似地记

f ′ =
df

dx
, f ′(x0) =

df

dx

∣∣∣∣
x=x0

.
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4.1 导数的定义

命题 4.1

♠

设 I, J ⊂ R是区间，f : I → R，g : J → R，设 x0 ∈ I ∩ J。如果存在 ε > 0，使

(x0 − ε, x0 + ε) ⊂ I ∩ J,

并且

f(x) = g(x), ∀x ∈ (x0 − ε, x0 + ε),

则 f 在 x0 点可导当且仅当 g在 x0 点可导，并且当 f 在 x0 点可导时，f ′(x0) = g′(x0)。

(x0 − ε, x0 + ε) ⊂ I ∩ J,

并且

f(x) = g(x), ∀x ∈ (x0 − ε, x0 + ε),

则 f 在 x0 点可导当且仅当 g在 x0 点可导，并且当 f 在 x0 点可导时，f ′(x0) = g′(x0)。

证明 由于 f 在 x0 点可导，故
f(x)− f(x0)

x− x0

极限存在。

又有
f(x)− f(x0)

x− x0
=
g(x)− g(x0)

x− x0
, ∀x ∈ (x0 − ε, x0 + ε) \ {x0}.

因此极限

lim
x→x0

g(x)− g(x0)

x− x0

存在，所以 g在 x0 点可导，且

g′(x0) = lim
x→x0

g(x)− g(x0)

x− x0
= lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= f ′(x0).

定义 4.4

♣

设 A ⊂ R，x ∈ A。如果存在 ε > 0，使 (x− ε, x+ ε) ⊂ A，称 x为 A的内点。

若 ∀x ∈ A，x都是 A的内点，称 A为开集。

例题 4.7
（a）设 A = [a, b]，则 ∀x ∈ (a, b)，x是 A的内点，a, b不是 A的内点。

（b）设 A为开区间，则 A为开集。

（c）设 A = R \ {kα : k ∈ Z}，则 A为开集。

定义 4.5
设 I ⊂ R为区间，f : I → R，x0 为左端点或右端点，如果极限

lim
x→x−

0

f(x)− f(x0)

x− x0

存在，我们称 f 在 x0 点左可导，并把
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4.1 导数的定义

♣

f ′−(x0) = lim
x→x−

0

f(x)− f(x0)

x− x0

称 f ′(x0)在 x0 点的左导数；如果极限

lim
x→x+

0

f(x)− f(x0)

x− x0

存在，我们称 f 在 x0 点右可导，并记

f ′+(x0) = lim
x→x+

0

f(x)− f(x0)

x− x0

称 f ′+(x0)为 f 在 x0 点的右导数。

命题 4.2

♠

设 I ⊂ R为区间，f : I → R，x0 为 I 的内点，设 a ∈ R，则

f ′(x0) = a⇐⇒ f ′−(x0) = f ′+(x0) = a.

证明 记

g(x) =
f(x)− f(x0)

x− x0
, x ∈ I \ {x0}.

则

f ′(x0) = a⇐⇒ lim
x→x0

g(x) = a⇐⇒ g(x−0 ) = g(x+0 ) = a⇐⇒ f ′−(x0) = f ′+(x0) = a.

例题 4.8设 f : R → R，

f(x) =

αx, x ≤ 0,

βx, x > 0.

则

f ′−(0) = α, f ′+(0) = β.

因此 f 在 x0 点可导当且仅当 α = β。

命题 4.3

♠设 I ⊂ R为区间，f : I → R，x0 ∈ I。如果 f 在 x0 点可导，则 f 在 x0 点连续。

证明 由于 f 在 x0 点可导，故极限

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

存在。记

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= f ′(x0), ∀x ∈ I \ {x0}.

设 ε > 0，∃δ > 0，使∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0
− f ′(x0)

∣∣∣∣ < ε, ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) \ {x0}.
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4.2 导数的增量表示

即

|f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)| < ε|x− x0|.

由于 |x− x0| < δ，故

|f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)| < εδ,

|f(x)− f(x0)| ≤ (εδ + |f ′(x0)|)ε, ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

故 f 在 x0 点连续。

另一种证明：

lim
x→x0

(f(x)− f(x0)) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
(x− x0) = f ′(x0) · 0 = 0.

所以 lim
x→x0

f(x) = f(x0)，即 f 在 x0 点连续。

连续是可导的必要条件。

例题 4.9设：

H(x) =

0, x ≤ 0,

1, x > 0.

因为 H 在 x = 0点不连续，所以 H 在 x = 0点不可导。

例题 4.10设

f(x) = |x|, x ∈ R.

则 f 连续，但 f 在 x = 0点不可导。

注连续的函数，可导函数比连续函数要求 “光滑”。

4.2 导数的增量表示

命题 4.4

♠

设 I ⊂ R为区间，f : I → R，x0 ∈ I 的内点。f 在 x0点可导，当且仅当存在 h : I → R，h在 x0点连续，

h(x0) = 0，使得：

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + h(x)(x− x0), x ∈ I.

证明 令

h(x) =


f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)

x− x0
, x ∈ I \ {x0},

0, x = x0.

则 h(x0) = 0，并且

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + h(x)(x− x0), x ∈ I.

由于
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4.3 求导法则

lim
x→x0

h(x) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
− f ′(x0) = 0 = h(x0),

所以 h在 x0 点连续。

由命题 4可有如下定义。

推论 4.1

♡

设 I ⊂ R为区间，f : I → R，x0 为 I 的内点。f 在 x0 点可导，则

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + o(|x− x0|), x→ x0.

证明

lim
x→x0

f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)

x− x0
= lim
x→x0

h(x) = h(x0) = 0.

所以，

lim
x→x0

f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)

|x− x0|
= 0.

即

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + o(|x− x0|), x→ x0.

注推论 5意味着，在点附近，f(x)近于一次函数。

定义 4.6

♣

设 I ⊂ R为区间，f : I → R，x0 为 I 的内点，f 在 x0 点可导。我们称函数

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

为 f 在 x0 点的切线。

4.3 求导法则

命题 4.5

♠

（四则运算）

设 I ⊂ R为区间，f, g : I → R，x0 ∈ R，f, g在 x0 点可导，设 α, β ∈ R，则
（i）

(αf + βg)′(x0) = αf ′(x0) + βg′(x0);

（ii）
(fg)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f(x0)g

′(x0);

（iii）如果
g(x) ̸= 0, ∀x ∈ I,

则
f

g
在 x0 点可导，且 (

f

g

)′

(x0) =
f ′(x0)g(x0)− f(x0)g

′(x0)

g2(x0)
.
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4.3 求导法则

证明

（i）由于
(αf(x) + βg(x))− (αf(x0) + βg(x0))

x− x0
= α

f(x)− f(x0)

x− x0
+ β

g(x)− g(x0)

x− x0
, x ∈ I.

（ii）由于
f(x)g(x)− f(x0)g(x0)

x− x0
=
f(x)− f(x0)

x− x0
g(x) + f(x0)

g(x)− g(x0)

x− x0
, x ∈ I.

对（i）（ii）由极限的四则运算可证。
（iii）由于

f(x)
g(x) −

f(x0)
g(x0)

x− x0
=

1

g(x)g(x0)

f(x)g(x0)− f(x0)g(x)

x− x0

=
1

g(x)g(x0)

(
f(x)− f(x0)

x− x0
g(x0)− f(x0)

g(x)− g(x0)

x− x0

)
.

由极限四则运算法则可得。

命题 4.6

♠

（复合求导法则）

设 I, J ⊂ R为区间，f : I → J，g : J → R，设 x0 ∈ I，f 在 x0点可导，y0 = f(x0)，g在 y0点可导，则

g ◦ f 在 x0 点可导，并且

(g ◦ f)′(x0) = g′(y0) · f ′(x0).

证明 ∃h : J → R，h在 y0 点连续，并且 h(y0) = 0，使得

g(y) = g(y0) + g′(y0)(y − y0) + h(y)(y − y0), y ∈ J.

则

g(f(x)) = g(f(x0)) + g′(y0)(f(x)− f(x0)) + h(f(x))(f(x)− f(x0)), x ∈ I.

因此：

(g ◦ f)′(x0) = lim
x→x0

g(f(x))− g(f(x0))

x− x0

= g′(y0) lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
+ lim
x→x0

h(f(x))
f(x)− f(x0)

x− x0

= g′(y0)f
′(x0) + h(f(x0))f

′(x0).

= g′(y0)f
′(x0) + h(f(x0))f

′(x0).

由于 h(y0) = 0，故

(g ◦ f)′(x0) = g′(y0)f
′(x0).
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4.3 求导法则

命题 4.7

♠

设 I, J ⊂ R为区间，φ : I → J 为双射，ψ : J → I 为 φ的反函数。设 x0 ∈ I，y0 = φ(x0)。如果 φ在 x0

点可导，φ′(x0) ̸= 0，ψ在 y0 点连续，则 ψ在 y0 点可导，并且

ψ′(y0) =
1

φ′(x0)
.

证明 因为 φ在 x0 点可导，∃h : I → R，h在 x0 点连续且 h(x0) = 0，使

φ(x) = φ(x0) + φ′(x0)(x− x0) + h(x)(x− x0), x ∈ I.

y − y0 =
(
φ′(x0) + h(ψ(y))

)(
ψ(y)− ψ(y0)

)
, y ∈ J.

由于

lim
y→y0

h(ψ(y)) = h(ψ(y0)) = h(x0) = 0.

故 ∃ε > 0，使

|h(ψ(y))| ≤ 1

2
|φ′(x0)|, ∀y ∈ J ∩ (y0 − ε, y0 + ε),

且

φ′(x0) + h(ψ(y)) ̸= 0.

所以：

ψ(y)− ψ(y0)

y − y0
=

1

φ′(x0) + h(ψ(y))
, ∀y ∈ J ∩ (y0 − ε, y0 + ε) \ {y0}.

等式两边同时取极限有：

ψ′(y0) =
1

φ′(x0)
.

另证：

设 y = φ(x)在 x0 的某邻域上严格单调且连续。

如果 φ(x)在 x0 可导，φ
′(x0) ̸= 0，则反函数 x = ψ(y)在 y0 = φ(x0)处可导，并且

ψ′(y0) =
1

φ′(x0)
=

1

φ′(ψ(y0))
.

证明

x = ψ(y)严格单调。

于是当 y → y0，则 y ̸= y0 时，ψ(y) ̸= ψ(y0)，且 ψ(y) → ψ(y0)。

因而

ψ′(y0) = lim
y→y0

ψ(y)− ψ(y0)

y − y0
= lim
y→y0

1
φ(ψ(y))−φ(ψ(y0))

ψ(y)−ψ(y0)

= lim
x→x0

1
φ(x)−φ(x0)

x−x0

= lim
x→x0

1

φ′(x0)
= lim
y→y0

1

φ′(ψ(y0))
.
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4.3 求导法则

推论 4.2

♡

设 I ⊂ R为区间，记

C1(I) = {f : I → R : f 可导且f ′ 连续}.

C1(I) = {f : I → R : f 可导且f ′ 连续}.

如果 f ∈ C1(I)，我们称 f 连续可微。

推论 4.3 (反函数求导公式)

♡

设 I, J ⊂ R为区间，φ : I → J 为双射，ψ : J → I 为 φ的反函数。如果 φ ∈ C1(I)，并且

φ′(x) ̸= 0, ∀x ∈ I,

则 ψ ∈ C1(J)，且

ψ′(y) =
1

φ′(ψ(y))
, ∀y ∈ J.

注我们注意在推论 4中，我们对 φ的反函数 ψ没有任何假设。

例题 4.11
lim
x→0

(1 +mx)n − (1 + nx)m

x2
= C2

nm
2 − C2

mn
2.

例题 4.12
lim
x→1

(
m

1− xm
− n

1− xn

)

= lim
x→1

m(1− xn)− n(1− xm)

(1− xm)(1− xn)

= lim
x→1

m(1 + x+ · · ·+ xn−1)− n(1 + x+ · · ·+ xm−1)

(1− x)(1 + x+ · · ·+ xm−1)(1 + x+ · · ·+ xn−1)

=
1

mn
lim
x→1

m(x+ x2 + · · ·+ xn−1)− n(x+ x2 + · · ·+ xm−1)

1− x
.

令 t = 1− x，可得：

=
1

mn
lim
t→0

m[1 + (1− t) + (1− t)2 + · · ·+ (1− t)n−1]− n[1 + (1− t) + (1− t)2 + · · ·+ (1− t)m−1]

t

=
1

mn

[
−m(C1

n + · · ·+ C1
n−1) + n(C1

m + C1
m−1)

]

=
1

mn

[
−mn(n− 1)

2
+ n

m(m− 1)

2

]
=
m− n

2
.

例题 4.13
lim
x→0

√
1 + tanx−

√
1 + sinx

etan x − esin x

= lim
x→0

1

2

tanx− sinx

etan x − esin x

52



4.3 求导法则

=
1

2
lim
x→0

1

esin x
tanx− sinx

etan x−sin x − 1
=

1

2
.

微分中值定理：

微分中值定理：

f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a).

例题 4.14
lim
x→1

m
√
x− 1

n
√
x− 1

= lim
x→1

(x− 1)(1 + x1/m + x2/m + · · ·+ x(m−1)/m)

(1 + x1/n + x2/n + · · ·+ x(n−1)/n)(x− 1)
=

n

m
.

53



第五章 微分中值定理

(sinx)′ = lim
∆x→0

sin(x+∆x)− sinx

∆x
= lim

∆x→0
2 cos

(
x+

∆x

2

)
sin(∆x/2)

∆x
= cosx.

(cosx)′ = − sinx,

(tanx)′ = sec2 x,

(arcsin y)′ =
1√

1− y2
,

(arccos y)′ = − 1√
1− y2

.

5.1 中值定理及其应用
首先证明如下的 Fermat引理：

定理 5.1

♡

（Fermat引理）
设 I ⊂ R 为开区间，f : I → R，x0 ∈ I，f 在 x0 点取得最大值或最小值。如果 f 在 x0 点可导，则

f ′(x0) = 0。

证明

（i）设 f 在 x0 点取得最小值，记

g(x) =
f(x)− f(x0)

x− x0
, x ∈ I \ {x0}.

则

f ′(x0) = lim
x→x0

g(x) = g(x−0 ) = g(x+0 ).

∃ε > 0，使 (x0 − ε, x0 + ε) ⊂ I。因为

g(x) ≤ 0, ∀x ∈ (x0 − ε, x0),

所以 g(x−0 ) ≤ 0。因为

g(x) ≥ 0, ∀x ∈ (x0, x0 + ε),

所以 g(x+0 ) ≥ 0。又因为 g(x−0 ) = g(x+0 )，

故

f ′(x0) = lim
x→x0

g(x) = 0.

（ii）设 f 在 x0 点取得最大值，则 −f 在 x0 点取得最小值。



5.1 中值定理及其应用

由（i）：
(−f)′(x0) = −f ′(x0) = 0,

故 f ′(x0) = 0。

最小值处直接有：

f(x0) ≤ f(x), ∀x ∈ (x0 − ε, x0 + ε).

g(x) =
f(x)− f(x0)

x− x0
, x ∈ I \ {x0}.

g(x−0 ) = lim
x→x−

0

f(x)− f(x0)

x− x0
≤ 0,

g(x+0 ) = lim
x→x+

0

f(x)− f(x0)

x− x0
≥ 0.

故 f ′(x0) = 0。

定理 5.2

♡

（Rolle定理）
设 f : [a, b] → R连续，f 在 (a, b)上可导。如果 f(a) = f(b)，则存在 ξ ∈ (a, b)，使得

f ′(ξ) = 0.

注 Rolle定理告诉我们：如果函数端点处有相同的函数值，则 f 一定有水平的切线。

证明

因为 f 连续，存在 x1, x2 ∈ [a, b]，使得

f(x1) = max f, f(x2) = min f.

如果 f(x1) = f(x2)，则 f 为常数，则 f ′(ξ) = 0。

如果 f(x1) ̸= f(a)，则 f(x1) > f(a)，即 x1 ∈ (a, b)。由 Fermat引理，f ′(x1) = 0。

如果 f(x2) ̸= f(a)，则 f(x2) < f(a)，即 x2 ∈ (a, b)。由 Fermat引理，f ′(x2) = 0。

定理 5.3

♡

（Lagrange中值定理）
设 f : [a, b] → R连续，f 在 (a, b)上可导，则存在 ξ ∈ (a, b)，使

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Remarks：
（i）Rolle定理是 Lagrange中值定理的特殊情形；
（ii）Lagrange中值定理告诉我们：f 在区间 (a, b)上的平均变化率等于 f 在区间内的某一点的瞬时变化率；

（iii）从几何上看 Lagrange中值定理告诉我们，存在 ξ ∈ (a, b)，使得 f 在这一点的切线与连接两个端点的割

线平行。

证明

令
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5.1 中值定理及其应用

h(x) = f(x)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a)− f(a), x ∈ [a, b].

构造函数 h(x)，使 h(a) = h(b) = 0。

则 h : [a, b] → R连续，在 (a, b)上可导，

h(a) = h(b) = 0,

h′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

b− a
, x ∈ (a, b).

由 Rolle定理，∃ξ ∈ (a, b)，使 h′(ξ) = 0。

即

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
.

例题 5.1
lim
x→0

√
1 + tanx−

√
1 + sinx

etan x − esin x
=

1

2
.

由于 tanx > sinx，且 tanx→ 0、sinx→ 0，

= lim
x→0

1
2

1√
1+ξ1

(tanx− sinx)

eξ2(tanx− sinx)
=

1

2
.

例题 5.2
lim

x→+∞

(√
x2 + 4x+ 5− x

)
= lim
x→+∞

8x+ 5√
x2 + 8x+ 5 + x

= 4.

定理 5.4

♡

（Cauchy中值定理）
设 f, g : [a, b] → R连续，f, g在 (a, b)上可导，

g′(x) ̸= 0, ∀x ∈ (a, b).

则 g(b) ̸= g(a)，并且存在 ξ ∈ (a, b)，使得

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)
.

证明

由 Lagrange中值定理，g(b) ̸= g(a)。记

h(x) = (f(b)− f(a))g(x)− (g(b)− g(a))f(x), x ∈ [a, b].

则 h : [a, b] → R连续，h在 (a, b)上可导，

h(a) = h(b) = f(b)g(a)− f(a)g(b).

由 Rolle定理，∃ξ ∈ (a, b)，使 h′(ξ) = 0。即

(f(b)− f(a))g′(ξ)− (g(b)− g(a))f ′(ξ) = 0.

又因为 g′(ξ) ̸= 0，g(b)− g(a) ̸= 0，所以
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5.1 中值定理及其应用

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)
.

右侧另证：构造

h′(x) = g′(x)(f(b)− f(a))− f ′(x)(g(b)− g(a)) = 0,

h(a) = g(a)(f(b)− f(a))− f(a)(g(b)− g(a)),

h(b) = g(b)(f(b)− f(a))− f(b)(g(b)− g(a)).

由 Rolle定理可知。
例题 5.3
一、设 f(x)可导，试证在 f(x)两个零点之间，必有 f(x)的零点。

证明

令 F (x) = exf(x)，f(x)的零点为 x1, x2。

即 F (x1) = ex1f(x1) = 0，

F (x2) = ex2f(x2) = 0.

由 Rolle定理，存在 ξ，使得

F ′(ξ) = (exf(x) + exf ′(x))
∣∣
x=ξ

= 0.

即 f(ξ) + f ′(ξ) = 0。零点为 ξ。

例题 5.4

R(x) =


1, x = 0, 1,
1

q
, x =

p

q
, x ∈ [0, 1],

0, x是无理数.

证明 lim
x→x0

R(x) = 0。

证明 任取 ε > 0。

对于有理数这一类，满足 R(x) ≤ ε。

任取 ε > 0.
对于无理点 x一定满足 R(x) ≤ ε

对于 x ∈
{
p
q

∣∣∣ x = p
q , p ∈ Z, q ∈ Z且q ̸= 0

}
设 R(x) ≥ ε，即 1

q ≥ ε

故有 q ≤ 1
ε

由于 ε给定则 q是有限的.
由于 p < q，故 p也为有限的.
任取 x0 ∈ (a, b)，∃δ > 0，∋
∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)，R(x) ≥ ε的个数有限个.
记距离 x0 最近的点为 x′0

0 < δ0 = |x0 − x′0| < δ

故 ∀x ∈ (x0 − δ0, x0 + δ0)有

R(x) ≤ ε成立.
即 R(x)连续

57



5.1 中值定理及其应用

在 x0附近，满足 R(x) ≥ ε的点为有限个。若 x是无理点，满足 |R(x)| ≤ ε。若 x是有理点，R(x) ≥ ε，即

q ≤ 1

ε
，这样的 q是有限个，p也为有限个，即满足 |R(x)| ≥ ε的有理数只有有限个。

记距离 x0 最近的点为 x1，取 δ = |x0 − x1|，当 0 < |x− x0| < δ时，|R(x)| < ε。

例题 5.5

D(x) =

1, x ∈ Q,

0, x /∈ Q.

D(x)处处无极限。

证明

设 x0 点。

由于有理数和无理数在任何区间内均有，

∀δ > 0，都有 (x0 − δ, x0 + δ)区间内有不可数的有理和无理点。

故 ∃ε = 1

2
，使

|D(x)−D(x0)| ≥ ε, ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

即 D(x)处处无极限。

例题 5.6已知：

lim
x→0

(
1 + x+

f(x)

x

)1/x

= e3.

求：

lim
x→0

(
1 + x+

f(x)

x

)1/x2

.

由于

lim
x→0

ln

(
1 + x+

f(x)

x

)1/x

= 3,

故

lim
x→0

1

x
ln

(
1 + x+

f(x)

x

)
= 3x.

由于 x→ 0时 ln(1 + x) ∼ x，

故

x+
f(x)

x
∼ 3x,

f(x)

x
∼ 2x.

仿同上可得：

lim
x→0

(
1 +

f(x)

x

)1/x2

= e2.
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第六章 第二次作业

1．设 0 < α < 1，f : [0,+∞) → R，f(x) = xα，x ∈ [0,+∞)。

证明 f 在 (0,+∞)上可导，并且

f ′(x) = αxα−1, x ∈ (0,+∞).

证明

设 x0 ∈ (0,+∞)，记

g(x) =
f(x)− f(x0)

x− x0
.

g(x) =
xα − xα0
x− x0

=
[x0 + (x− x0)]

α − xα0
x− x0

= xα0

(
1 + x−x0

x0

)α
− 1

x− x0
.

lim
x→x0

g(x) = xα0 lim
x→x0

(
1 + x−x0

x0

)α
− 1

x− x0
= xα0 lim

x→x0

α

x0
= αxα−1

0 .

故 f 在 x0 点可导，且

f ′(x0) = αxα−1
0 .

由于 x0 是在 (0,+∞)上任取的点，故 ∀x ∈ (0,+∞)有

f ′(x) = αxα−1.

2．设 I ⊂ R为区间，f : I → R，x0 为 I 的内点。设 a ∈ R。证明

f ′(x0) = a⇐⇒ f ′−(x0) = f ′+(x0) = a.

证明 设

g(x) =
f(x)− f(x0)

x− x0
.

⇒由 f ′(x0) = a，

即 lim
x→x0

g(x) = a。

故

g(x−0 ) = g(x+0 ) = a,

即

f ′−(x0) = f ′+(x0) = a.

⇐由于 f ′−(x0) = f ′+(x0) = a，

故 g(x−0 ) = g(x+0 ) = a，

即

lim
x→x0

g(x) = a,

即 f ′(x0) = a。

3．设 I ⊂ R为区间，f : I → R，x0 ∈ I。f 在 x0点可导。证明：∃h : I → R，h在 x0点连续，h(x0) = 0，使得



f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + h(x)(x− x0), x ∈ I.

记

h(x) =


f(x)− f(x0)

x− x0
− f ′(x0), x ∈ I \ {x0},

0, x = x0.

故

lim
x→x0

h(x) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
− f ′(x0) = 0 = h(x0).

故 h(x)连续。

且

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + h(x)(x− x0), ∀x ∈ I.

4．证明如下的 Fermat引理：
设 I ⊂ R为开区间，f : I → R，x0 ∈ I，f 在 x0点取得最大值或最小值。如果 f 在 x0点可导，则 f ′(x0) = 0。

证明

不妨假定 f 在 x0 点取得最大值。

故

f(x) ≤ f(x0), ∀x ∈ I.

记

g(x) =
f(x)− f(x0)

x− x0
, ∀x ∈ I.

由于 f 在 x0 点可导，故 lim
x→x0

g(x)存在。

g(x−0 ) = lim
x→x−

0

f(x)− f(x0)

x− x0
≥ 0,

g(x+0 ) = lim
x→x+

0

f(x)− f(x0)

x− x0
≤ 0.

由于 lim
x→x0

g(x)存在，故 g(x+0 ) = g(x−0 ) = 0。

即

lim
x→x0

g(x) = 0,

即 f ′(x0) = 0。

极限：

一、

lim
x→∞

x+ sinx

x− cosx
.

解

lim
x→∞

1 + sin x
x

1− cos x
x

= 1.

二、

lim
x→∞

(2x+ 1)2(3x+ 1)3

(6x+ 1)5
.

解

lim
x→∞

(
2 + 1

x

)2 (
3 + 1

x

)3(
6 + 1

x

)5 =
22 · 33

65
=

1

72
.
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三、

lim
x→+∞

(√
x2 + x− x

)
.

解

解

lim
x→+∞

(√
x2 + x− x

)
= lim
x→+∞

x√
x2 + x+ x

= lim
x→+∞

1√
1 + 1

x + 1
=

1

2
.

四、

lim
x→+∞

arcsin
(√

x2 + x− x
)
.

解

lim
x→+∞

arcsin
(√

x2 + x− x
)
= arcsin

[
lim

x→+∞

(√
x2 + x− x

)]

= arcsin
1

2
=
π

6
.

五、

lim
x→+∞

x2
(
3

1
x − 3

1
x+1

)
.

解

lim
x→+∞

x2 · 3
1

x+1

(
3

1
x− 1

x+1 − 1
)

= lim
x→+∞

x2

x(x+ 1)
· 3

1
x+1 · ln 3 = ln 3.

六、

lim
x→0

1

x

(
1

sinx
− 1

tanx

)
.

解

lim
x→0

1

x
· 1− cosx

sinx
= lim
x→0

2 sin2(x/2)

x · 2 sin(x/2) cos(x/2)

= lim
x→0

2 sin(x/2)

x
· 1

2 cos(x/2)
=

1

2
.

七、

lim
x→1

(1− x) tan
πx

2
.

解

lim
x→1

(1− x)
sin(πx/2)

cos(πx/2)

令 t = 1− x，

= lim
t→0

t

cos
(
π
2 − πt

2

) = lim
t→0

t

sin(πt/2)
= lim
t→0

1

π/2
=

2

π
.

11．
lim
x→0

(1− 2x)3/ sin x.
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解

lim
x→0

(1− 2x)3/ sin x = lim
x→0

e
3

sin x ln(1−2x)

= e
lim
x→0

3 ln(1−2x)
sin x = e

lim
x→0

3(−2x)
sin x = e−6.
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第七章 高阶导数

7.1 高阶导数的定义
设 f : I → R，其中 I ⊂ R为区间。利用归纳法，我们可以定义 f 的高阶导数。

f 的 n阶导数就是 f 的 n− 1阶导数的导数。

定义 7.1

♣

设 I ⊂ R为区间，f : I → R。下面用归纳法定义 f 在 x0 点的 n阶导数，n = 1, 2, . . .。

（i）如果极限

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

存在，我们称 f 在 x0 点一阶可导，并记

f (1)(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

称 f (1)(x0)为 f 在 x0 点的一阶导数。

（ii）设 n ≥ 1。如果存在 ε > 0，使得 ∀x ∈ I ∩ (x0 − ε, x0 + ε)，f 在 x点 n阶可导，

并且函数 h(x) = f 在 x点的 n阶导数，x ∈ I ∩ (x0 − ε, x0 + ε)，

在 x0 点一阶可导，我们称 f 在 x0 点 n+ 1阶可导，并记

f (n+1)(x0) = h′(x0).

称 f (n+1)(x0)为 f 在 x0 点的 n+ 1阶导数。

注定义中（ii）f (n)(x)定义与 ε的选取无关。

定义 7.2

♣

设 I ⊂ R为区间，f : I → R，设 A ⊂ I，A ̸= ∅，n ∈ N∗。如果对于 ∀x ∈ A，

f 在 x点 n阶可导，称 f 在 A上 n阶可导。

下面定义高阶导函数。

定义 7.3

♣

设 I ⊂ R为区间，f : I → R，n ∈ N∗。如果 ∀x ∈ I，f 在 x点 n阶可导，我们称 f 有 n阶可导，并定义

f (n) : I → R：

f (n)(x) = f 在x点的n阶导数, x ∈ I.

称 f (n) 为 f 的 n阶导函数，简称 f 的 n阶导数。

如果 f = f(x)，我们也记

f (n) =
dnf

dxn
.



7.1 高阶导数的定义

命题 7.1

♠

设 I, J 为区间，n ∈ N∗，设 f : I → R，g : J → R，x0 ∈ I ∩ J。如果存在 ε > 0，使得

(x0 − ε, x0 + ε) ⊂ I ∩ J,

并且

f(x) = g(x), ∀x ∈ (x0 − ε, x0 + ε),

则 f 在 x0 点 n阶可导当且仅当 g在 x0 点 n阶可导，并且当 f 在 x0 点 n阶可导时，

f (n)(x0) = g(n)(x0).

证明 数学归纳法。

由 “导数”中命题 1：当 n = 1时结论成立。

设 n = k时命题成立，k ∈ N∗，下面证明 n = k + 1时结论成立。

设 f 在 x0 点 k + 1阶可导，则存在 ε > 0，使得对于任意 x ∈ I ∩ (x0 − ε, x0 + ε)，

f 在 x点 k阶可导。令 ε2 = min{ε, ε1}，则

f(x) = g(x), ∀x ∈ (x0 − ε2, x0 + ε2).

设 x ∈ (x0 − ε2, x0 + ε2)，下面证明：g在 x点 k阶可导，并且 f (k)(x) = g(k)(x)。

令

δ = min{x− (x0 − ε2), (x0 + ε2)− x}.

则

f(u) = g(u), ∀u ∈ (x− δ, x+ δ).

因为 f 在 x点 k阶可导，因此由归纳假设，g在 x点 k阶可导，并且 f (k)(x) = g(k)(x)。

这样我们就证明了 ∀x ∈ I ∩ (x0 − ε2, x0 + ε2)，g在 x点 k阶可导并且

f (k)(x) = g(k)(x), ∀x ∈ (x0 − ε2, x0 + ε2).

记

h(x) = f (k)(x), x ∈ (x0 − ε2, x0 + ε2).

因为 f 在 x0 点 k + 1阶可导，由定义 1，h在 x0 点可导，且 h′(x0) = f (k+1)(x0)。

因此由定义 1，g在 x0 点 k + 1阶可导，并且

g(k+1)(x0) = h′(x0) = f (k+1)(x0).

例题 7.1设 f(x) = xα，x ∈ R。则 f 二阶可导。

例题 7.2设 f : R → R，

f(x) =

x2, x < 0,

2x2, x ≥ 0.

证明 f 在 x = 0点不二阶导。
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7.2 高阶导数的运算法则

f ′(x) =


2x, x < 0,

0, x = 0,

4x, x > 0.

记

g(x) =
f ′(x)− f ′(0)

x− 0
, x ∈ R \ {0}.

则

g(0−) = 2, g(0+) = 4.

注

(i)对于一般的一元函数: f : A ⊂ R → R. 如果 x0 为 A的内点.. 我们可以同样定义 f 在 x0 点的高阶导数;
如果 A为开集. 我们可以同样定义 f 的导函数.

(ii)粗略地说: 可导的阶数越高. 函数越光滑.

7.2 高阶导数的运算法则

命题 7.2

♠

设 I ⊂ R为区间。
（i）线性性：

(αf + βg)(n) = αf (n) + βg(n).

（ii）Leibniz公式：

(fg)(n) =

n∑
i=0

Cinf
(n−i)g(i).

证明 （ii）

引理 7.1

♡
Cik + Ci−1

k = Cik+1.

证明

LHS =
k(k − 1) · · · (k − i+ 1)

i!
+
k(k − 1) · · · (k − i+ 2)

(i− 1)!

=
k(k − 1) · · · (k − i+ 2)

i!

(
(k − i+ 1) + i

)
= Cik+1 = RHS.

设 k ∈ N∗，n = k时命题成立，下面证明 n = k + 1时也成立。

设 f, g : I → R，k + 1阶可导：

(fg)(k) =

k∑
i=0

Cikf
(k−i)g(i).

因此由乘积函数求导法则：

(fg)(k+1) =

k∑
i=0

Cikf
(k−i+1)g(i) +

k∑
i=0

Cikf
(k−i)g(i+1)
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7.2 高阶导数的运算法则

=

k∑
i=0

Cikf
(k−i+1)g(i) +

k+1∑
i=1

Ci−1
k f (k−i+1)g(i)

= C0
kf

(k+1)g(0) +

k∑
i=1

(Cik + Ci−1
k )f (k−i+1)g(i)

= C0
k+1f

(k+1)g(0) +

k∑
i=1

Cik+1f
(k−i+1)g(i)

=

k+1∑
i=0

Cik+1f
(k+1−i)g(i).

归纳原理。

说明下列极限不存在：

①
lim
x→0

sin
1

x
.

②

D(x) =

1, x ∈ Q,

0, x /∈ Q.

①令
f(x) =

1

2nπ
, xn → 0, lim

x→0
f(xn) = 0,

f(yn) =
1

(2n+ 1
2 )π

, yn → 0, lim
x→0

f(yn) = 1.

与归结原理矛盾：

lim
x→0

sin
1

x

无极限。

②同理之一：
∀x0 ∈ R，构造数列 an = x0 +

1

n
，则 lim an = x0，D(xn) = 1，故 limD(an) = 1。

bn = xn +
π

n
，则 lim bn = x0，D(bn) = 0，故 limD(bn) = 0。

∀x0 /∈ Q，an = x0 +
π

n
（无理数列）。

由于一定存在有理数列和无理数列，故 ∃ 有理数列 {an}，使得 x0 = lim bn。此时 lim f(an) = 0 ̸= 1 =

lim f(bn)，故 D(x)处处无极限。

函数极限存在的柯西准则：

lim
x→x0

f(x)存在⇐⇒ ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x1, x2 ∈ U̇(x0, δ), |f(x1)− f(x2)| < ε.

函数极限存在的柯西准则

lim
x→x0

f(x)存在⇐⇒ ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x1, x2 ∈ U̇(x0, δ), |f(x1)− f(x2)| < ε.

lim
x→+∞

f(x)存在⇐⇒ ∀ε > 0, ∃X0, ∀x1, x2 ∈ (X0,+∞), |f(x1)− f(x2)| < ε.
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7.2 高阶导数的运算法则

解释二：

D(x) =

1, x ∈ Q,

0, x /∈ Q.

存在 ε =
1

2
。∀δ > 0，当 0 < |x− x0| < δ时，

由于有理数和无理数同样稠密，故总能找到 r ∈ R和 q ∈ Q，满足

0 < |r − x0| < δ, 0 < |q − x0| < δ.

这时

|D(r)−D(q)| = 1 >
1

2
.

不满足柯西准则，故 D(x)处处无极限。

例题 7.3
a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ a2m+1x
2m+1 = 0

必有实根。

设

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ a2m+1x
2m+1.

不妨设 a2m+1 > 0。

f(x) = x2m+1

(
a0

1

x2m+1
+ a1

1

x2m
+ · · ·+ a2m+1

)
.

可得

lim
x→+∞

f(x) = +∞,

故存在点 x1 使得 f(x1) > 0。

lim
x→−∞

f(x) = −∞,

故存在点 x2 使得 f(x2) < 0。

由介值定理，存在 ξ ∈ (x1, x2)，使得

f(ξ) = 0.

ξ即为实根。

例题 7.4 a > 0，若

lim
x→+∞

xp
(
a1/x − a−1/x

)
存在，求 p的范围。

解

lim
x→+∞

xpa−1/x
(
a2/x − 1

)

= lim
x→+∞

xpa−1/x ln a · 2
x
= 2 ln a lim

x→+∞
xp−2.

由于极限存在，故 p− 2 ≤ 0，即 p ≤ 2。

例题 7.5设 I, J ⊂ R为区间，φ : I → J 为双射，ψ : J → I为 φ的反函数，φ,ψ二阶可导。设 x ∈ I，记 y = φ(x)，

用 φ′(x)、φ′′(x)表示 ψ′′(y)。
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7.3 微分中值定理习题

ψ(φ(x)) = x.

两边求导：

ψ′(y)φ′(x) = 1,

ψ′(y) =
1

φ′(x)
.

两边再导：

ψ′′(y)φ′(x) = − φ′′(x)

(φ′(x))2
,

ψ′′(y) = − φ′′(x)

(φ′(x))3
.

ψ′′(y) = − φ′′(x)

(φ′(x))3
.

7.3 微分中值定理习题
1．设 f 在 [a, b]上二阶可导。证明：存在 ξ ∈ (a, b)，使得

f(b) = f(a) +
b− a

2
[f ′(a) + f ′(b)]− 1

12
(b− a)3f ′′(ξ).

F ′(x)− F ′(y)

G′(x)−G′(y)
=
F ′(ξ)

G′(ξ)
.

证明

要证明：
f(a)− f(b)− b−a

2 [f ′(a) + f ′(b)]

(b− a)3
=

1

12
f ′′(ξ).

令

F (x) = f(a)− f(x)− a− x

2
[f ′(a) + f ′(x)],

G(x) = (x− a)3.


F ′(x) = −f ′(x) + 1

2
[f ′(a) + f ′(x)] +

x− a

2
f ′′(x),

G′(x) = 3(x− a)2,
F ′′(x) = −f ′′(x) + 1

2
f ′′(x) +

1

2
f ′′(x) +

x− a

2
f ′′′(x) =

x− a

2
f ′′′(x),

G′′(x) = 6(x− a).

由柯西中值定理，∃η ∈ (a, b)，设 ξ ∈ (a, b)，使

F (b)− F (a)

G(b)−G(a)
=
F ′(η)

G′(η)
=
F ′′(ξ)

G′′(ξ)
=

1

12
f ′′′(ξ).

2．f(x)在 [a, b]上连续，f ′′′(x)在 (a, b)上存在。证明：
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7.3 微分中值定理习题

∀c ∈ (a, b)，存在 ξ ∈ (a, b)，使得

1

2
f ′′(ξ) =

f(a)

(a− b)(a− c)
+

f(b)

(b− a)(b− c)
+

f(c)

(c− a)(c− b)
.

解令

F (x) = f(x)−

[
f(a)

(a− b)(a− c)
(x− b)(x− c)

+
f(b)

(b− a)(b− c)
(x− a)(x− c)

+
f(c)

(c− a)(c− b)
(x− a)(x− b)

]
.

则 F (a) = F (b) = F (c) = 0。

由 Rolle定理，∃ξ1 ∈ (a, c)，ξ2 ∈ (c, b)，使 F ′(ξ1) = F ′(ξ2) = 0。

再次使用 Rolle定理，∃ξ ∈ (ξ1, ξ2)，使 F ′′(ξ) = 0。

对 F (x)求导得：

F ′′(x) = f ′′(x)− 2

[
f(a)

(a− b)(a− c)
+

f(b)

(b− a)(b− c)
+

f(c)

(c− a)(c− b)

]
.

故结论成立。

3．设 f 在 (a, b)上连续，在 (a, b)内可导。证明：存在 ξ ∈ (a, b)，使得

2ξ[f(b)− f(a)] = (b2 − a2)f ′(ξ).

证明 令

F (x) = (b2 − a2)f(x)− x2[f(b)− f(a)].

恰好有 F (a) = F (b)，

故 ∃ξ ∈ (a, b)，使

恰好有 F (a) = F (b)，

故 ∃ξ ∈ (a, b)，使

2ξ[f(b)− f(a)] = (b2 − a2)f ′(ξ).

4．f 在 a的某邻域二阶可导，h为充分小的正数。证明：存在 θ，0 < θ < 1，使

f(a+ h) + f(a− h)− 2f(a)

h2
=
f ′′(a+ θh) + f ′′(a− θh)

2
.

证明 F (x) = f(a+ hx) + f(a− hx),

G(x) = (hx)2,F ′(x) = hf ′(a+ hx)− hf ′(a− hx),

G′(x) = 2h2x,F ′′(x) = h2f ′′(a+ hx) + h2f ′′(a− hx),

G′′(x) = 2h2.

∃θ ∈ (0, 1)，使得
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7.3 微分中值定理习题

F (1)− F (0)

G(1)−G(0)
=
F ′(a+ θh) + F ′(a− θh)

2
.

另证：使用 Lagrange中值定理。
5．f 在 (a, b)二阶可导，f ′(a) = f ′(b) = 0，则存在 ξ ∈ (a, b)，使

|f ′′(ξ)| ≥ 4

(b− a)2
|f(b)− f(a)|.

这种形式参考中点。在点到两端点距离都会出现
a− b

2
。

6．

lim
x→0

(
ax + bx + cx

3

)1/x

.

解

ln lim
x→0

(
ax + bx + cx

3

)1/x

= lim
x→0

ln ax+bx+cx

3

x

= lim
x→0

ax ln a+ bx ln b+ cx ln c

3(ax + bx + cx)
=

ln(abc)

3
.

故

lim
x→0

(
ax + bx + cx

3

)1/x

=
3
√
abc.

另解： (
ax + bx + cx

3

)1/x

=

[
(ax − 1) + (bx − 1) + (cx − 1)

3
+ 1

]1/x
.

由 Lagrange中值，∃ξ1, ξ2, ξ3 ∈ (0, x)，使
ax − 1 = (x− 0)aξ1 ln a,

bx − 1 = (x− 0)bξ2 ln b,

cx − 1 = (x− 0)cξ3 ln c.

故

lim
x→0

(
ax + bx + cx

3

)1/x

= lim
x→0

[
1 +

aξ1 ln a+ bξ2 ln b+ cξ3 ln c

3
x

]1/x

= lim
x→0

e
aξ1 ln a+bξ2 ln b+cξ3 ln c

3 =
3
√
abc.

由于 ξ1, ξ2, ξ3 ∈ (0, x)，且 x→ 0，故 ξ1, ξ2, ξ3 → 0。

故

lim
x→0

(
ax + bx + cx

3

)1/x

=
3
√
abc.
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第八章 Taylor展式

定理 8.1 (Taylor展式与 Lagrange余项)

♡

设 f : (x0 − ε, x0 + ε) → R，n阶可导，n ∈ N∗。设 x ∈ (x0 − ε, x0 + ε)，则存在 θ ∈ (0, 1)，使得

f(x) =

n−1∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +
f (n)((1− θ)x0 + θx)

n!
(x− x0)

n.

注（i）我们称

P (x) =

n−1∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k

为 f 在 x0 点的 n− 1阶 Taylor多项式。注意：

P (x0) = f(x0), P ′(x0) = f ′(x0), . . . , P (n−1)(x0) = f (n−1)(x0).

P 与 f 在 x0 点有相同的函数值和直到 n− 1阶的导数值。

（ii）在定理 1中，当 n = 1时，我们得到：

f(x) = f(x0) + f ′((1− θ)x0 + θx).

这就是 Lagrange中值定理。因此定理 1是 Lagrange中值定理的推广。
（iii）我们称

R(x) =
f (n)((1− θ)x0 + θx)

n!
(x− x0)

n

为 Taylor展式的 Lagrange余项。
如果 f (n) 有界，|f (n)| < M，则

|R(x)| < M

n!
|x− x0|n.

上式告诉我们，在 x0 附近，f 近似等于一个 n− 1次多项式函数，误差小于 C|x− x0|n。
证明 记

g(x) = f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k, x ∈ (x0 − ε, x0 + ε).

则 g n阶可导，且

g(x0) = g′(x0) = · · · = g(n−1)(x0) = 0, g(n)(x0) = f (n)(x0).

如果 x = x0，定理的结论显然成立。设 x ∈ (x0 − ε, x0 + ε)，由 Cauchy中值定理，

g(x)

(x− x0)n
=

g(x)− g(x0)

(x− x0)n − (x0 − x0)n
=

g′(ξ1)

n(ξ1 − x0)n−1
.

在区间 (x0, x)上应用 Cauchy中值定理，



=
g′(ξ1)− g′(x0)

n[(ξ1 − x0)n−1 − (x0 − x0)n−1]
=

g′′(ξ2)

n(n− 1)(ξ2 − x0)n−2
.

· · ·

=
g(n)(ξn)

n!
=
f (n)(ξn)

n!
.

其中

x0 < ξn < ξn−1 < · · · < ξ1 < x.

因为 x0 < ξn < x，∃θ ∈ (0, 1)，使

ξn = (1− θ)x0 + θx.

故

ξn = (1− θ)x0 + θx.

故

g(x) =
f (n)((1− θ)x0 + θx)

n!
(x− x0)

n.

即

f(x) =

n−1∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +
f (n)((1− θ)x0 + θx)

n!
(x− x0)

n.

定理 8.2 (Taylor展式：Peano余项)

♡

设 f : (x0 − ε, x0 + ε) → R，n阶可导，n ∈ N∗，则存在 h : (x0 − ε, x0 + ε) → R，
h在 x0 点连续且 h(x0) = 0，使

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k + h(x)(x− x0)
n, x ∈ (x0 − ε, x0 + ε).

注（i）定理 2实际上是导数命题 4的推广；
（ii）我们称 R(x) = h(x)(x− x0)

n 为 Taylor展式的 Peano余项。注意到

R(x)

|x− x0|n
→ 0, x→ x0.

因此带 Peano余项的 Taylor展式可写成如下形式：

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k + o(|x− x0|n), x→ x0.

上式告诉我们，在 x0 点附近，f 近似一个 n次多项式，误差为 n次同阶的高阶无穷小量。

（iii）定理 1的形式与定理 2的形式都相同。
证明

n = 1时，由导数命题 4结论而成立。
设 n ≥ 2，记

g(x) = f(x)−
n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k.
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则 g n阶可导，并且

g(x0) = g′(x0) = · · · = g(n)(x0) = 0.

下面证明

lim
x→x0

g(x)

(x− x0)n
= 0.

设 x ∈ (x0, x0 + ε)。由 Cauchy中值定理，∃ξ1 ∈ (x0, x)，

g(x)

(x− x0)n
=

g(x)− g(x0)

(x− x0)n − (x0 − x0)n
=

g′(ξ1)

n(ξ1 − x0)n−1
.

反复应用 Cauchy中值定理可得 x0 < ξn−1 < · · · < ξ1 < x，使

反复应用 Cauchy中值定理可得 x0 < ξn−1 < · · · < ξ1 < x，使

g(x)

(x− x0)n
=

g(n−1)(ξn−1)

n!(ξn−1 − x0)
.

这样，即 ∃ξ ∈ (x0, x)，使

g(x)

(x− x0)n
=
g(n)(ξ)

n!
→ 0.

令

h(x) =


g(x)

(x− x0)n
, x ∈ (x0 − ε, x0 + ε) \ {x0},

0, x = x0.

则 h在 x0 点连续，h(x0) = 0。且

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k + h(x)(x− x0)
n.

Peano余项的唯一性
若：

f(x) = A0 +A1(x− x0) + · · ·+An(x− x0)
n + o(|x− x0|n), (1)

f(x) = B0 +B1(x− x0) + · · ·+Bn(x− x0)
n + o(|x− x0|n), (2)

则：

A0 = B0, A1 = B1, . . . , An = Bn.

证明 对（1）式， lim
x→x0

f(x) = A0；对（2）式， lim
x→x0

f(x) = B0。则 A0 = B0。

约去 A0, B0 之后，同时除以 x− x0，再同样推可知 A1 = B1, . . .。

故 A0 = B0, A1 = B1, . . . , An = Bn。

下面给出 6个常用的 Taylor展式（表意在材料表 x为 0附近）

（1）
1

1− x
=

n∑
k=0

xk = 1 + x+ · · ·+ xn + o(|x|n), x→ 0.

（2）

ln(1 + x) =

n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+ o(|x|n).
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（3）

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ o(|x|n), x→ 0.

（4）

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ · · ·+ (−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
+ o(|x|2n), x→ 0.

（5）

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ · · ·+ x2n

(2n)!
+ o(|x|2n+1), x→ 0.

（6）
(1 + x)α = 1 + αx+

α(α− 1)

2!
x2 + · · ·+ α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
xn + o(|x|n).

例题 8.1由数学归纳法证明：

sin(n) x = sin
(
x+

nπ

2

)
,

cos(n) x = cos
(
x+

nπ

2

)
.

n = 1时：

sin′(x) = cosx = sin
(
x+

π

2

)
.

设 n = k时成立，下证 n = k + 1时，

sin(k+1) x =
[
sin(k) x

]′
=

[
sin

(
x+

kπ

2

)]′
= cos

(
x+

kπ

2

)
.

设 n = k时成立，下证 n = k + 1时，

sin(k+1) x =
[
sin(k) x

]′
=

[
sin

(
x+

kπ

2

)]′
= cos

(
x+

kπ

2

)

= sin

(
x+

kπ

2
+
π

2

)
= sin

(
x+

(k + 1)π

2

)
.

cos(n) x同理可证。

例题 8.2
lim
x→0

ln(1 + x)− ln(1− x) + x2

x4
= − 5

12
.

由

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− · · · ,

故

lim
x→0

(
x− x2

2 + x3

3

)
−
(
x− x2

2 − x3

3

)
+ x2

x4
= lim
x→0

− 5
12x

4 − x6

9

x4
= − 5

12
.

例题 8.3 f(x) = x2 ln(1+ x)在 x = 0处的 n阶导数，n ≥ 3。思路：先对 ln(1+ x)展开，再写出 x项后形式，对

应系数相等。

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− · · ·+ (−1)n−3 x

n−2

n− 2
+ o(|x|n−2).

f(x) = x2
(
x− x2

2
+ · · ·+ (−1)n−3 x

n−2

n− 2
+ o(|x|n−2)

)
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= x3 − x4

2
+ · · ·+ (−1)n−3 xn

n− 2
+ o(|x|n).

故

f (n)(0) =
(−1)n−3n!

n− 2
.

证明 e为无理数。

利用 Lagrange余项：

f(x) =

n−1∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +
f (n)((1− θ)x0 + θx)

n!
.

eξ = 1 + 1 +
1

2!
+ · · ·+ 1

n!
+

eξ

(n+ 1)!
.

则
eξ

(n+ 1)!
= e−

(
1 + 1 +

1

2!
+ · · ·+ 1

n!

)
.

设 e为有理数，分母为 N。

取 n = max{N, 3}。
故

eξ

n+ 1
= n!

[
e−

(
1 + 1 +

1

2!
+ · · ·+ 1

n!

)]
.

由 eξ < 3，故

0 <
eξ

n+ 1
< 1,

与两边为整数矛盾！

故 e为无理数。
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第九章 第三次作业

一、设 I ⊂ R为区间，f : I → R，x0 ∈ I，f 在 x0 点可导。证明存在 h : I → R，h在 x0 点连续，h(x0) = 0，

使得

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + h(x)(x− x0), x ∈ I.

证明 记

h(x) =


f(x)− f(x0)

x− x0
− f ′(x0), x ∈ I \ {x0},

0, x = x0.

则

lim
x→x0

h(x) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
− f ′(x0) = f ′(x0)− f ′(x0) = 0.

由于 h(x0) = 0 = lim
x→x0

h(x)，故 h(x)在 x0 点连续。

即证得此 h(x)符合题意。

二、设 I ⊂ R为区间，f, g : I → R，x0 ∈ R，f, g在 x0 点可导，设 α, β ∈ R。证明：
（i）

(αf + βg)′(x0) = αf ′(x0) + βg′(x0);

（ii）
(fg)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f(x0)g

′(x0);

（iii）如果 g(x) ̸= 0，∀x ∈ I，则
f

g
在 x0 点可导，并且(

f

g

)′

(x0) =
f ′(x0)g(x0)− f(x0)g

′(x0)

g2(x0)
.

证明

由于 f, g在 x0 点可导，则

f(x)− f(x0)

x− x0
与

g(x)− g(x0)

x− x0

都有极限。

记

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
, g′(x0) = lim

x→x0

g(x)− g(x0)

x− x0
.

（i）
lim
x→x0

(αf + βg)(x)− (αf + βg)(x0)

x− x0
= αf ′(x0) + βg′(x0).

（ii）
lim
x→x0

f(x)g(x)− f(x0)g(x0)

x− x0
= f ′(x0)g(x0) + f(x0)g

′(x0).

（iii）

lim
x→x0

f(x)
g(x) −

f(x0)
g(x0)

x− x0
=
f ′(x0)g(x0)− f(x0)g

′(x0)

g2(x0)
.

三、设 I, J ⊂ R为区间，f : I → J，g : J → R，设 x0 ∈ I，f 在 x0 点可导，y0 = f(x0)，g在 y0 点可导。则



g ◦ f 在 x0 点可导，并且

(g ◦ f)′(x0) = g′(y0)f
′(x0).

由于 f 在 x0 点可导，故
f(x)− f(x0)

x− x0

极限存在，记为 f ′(x0)。

同理，记

g′(y0) = lim
y→y0

g(y)− g(y0)

y − y0
.

由于 g在 y0 点可导，∃h : J → R，h在 y0 点连续且 h(y0) = 0。

g(y) = g(y0) + g′(y0)(y − y0) + h(y)(y − y0).

g(f(x)) = g(f(x0)) + g′(f(x0))(f(x)− f(x0)) + h(f(x))(f(x)− f(x0)).

lim
x→x0

g(f(x))− g(f(x0))

x− x0
= g′(f(x0))f

′(x0) + h(f(x0))f
′(x0) = g′(f(x0))f

′(x0).

四、设 I, J ⊂ R为区间，φ : I → J 为双射，ψ : J → I 为 φ的反函数。设 x0 ∈ I，y0 = φ(x0)。证明：如果 φ

在 x0 点可导，φ
′(x0) ̸= 0，ψ在 y0 点连续，则 ψ在 y0 点可导，并且

ψ′(y0) =
1

φ′(x0)
.

证明

由于 φ在 x0 点可导且 φ′(x0) ̸= 0，则 ∃h : I → R，h在 x0 点连续且 h(x0) = 0。

φ(x) = φ(x0) + φ′(x0)(x− x0) + h(x)(x− x0).

y − y0 = φ′(ψ(y))(ψ(y)− ψ(y0)) + h(ψ(y))(ψ(y)− ψ(y0)).

同取极限得：

ψ′(y0) =
1

φ′(x0)
.

五、Rolle定理
证明 设 f : [a, b] → R连续，f 在 (a, b)上可导。如果 f(a) = f(b)，则存在 ξ ∈ (a, b)，使 f ′(ξ) = 0。

Fermat引理：设 f : [a, b] → R连续，在 (a, b)上可导。如果 f 在 x0 点取得极值，则 f ′(x0) = 0。

证明引理：不妨设 f 在 x0 点取得极小值，则 ∃ε > 0，

f(x) ≥ f(x0), ∀x ∈ (x0 − ε, x0 + ε).

lim
x→x−

0

f(x)− f(x0)

x− x0
≤ 0, lim

x→x+
0

f(x)− f(x0)

x− x0
≥ 0.

由于 f 在 x0 点可导，故

lim
x→x−

0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim
x→x+

0

f(x)− f(x0)

x− x0
,
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即 f ′(x0) = 0。

由于 f 连续，故 ∃x1, x2 ∈ [a, b]，使

f(x1) = max f, f(x2) = min f.

若 f(x1) = f(x2) = f(a)，则 f 为常数，故 ∃ξ = a+ b

2
，f ′(ξ) = 0。

若 f(x1) ̸= f(a)，则 f(x1) > f(a)，即 x1 ∈ (a, b)，由 Fermat引理知 f ′(x1) = 0。

若 f(x2) ̸= f(a)，则 x2 ∈ (a, b)，f ′(x2) = 0。

六、Lagrange中值定理
设 f : [a, b] → R连续，f 在 (a, b)上可导，则存在 ξ ∈ (a, b)，使得

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
.

证明 设

F (x) = f(x)− (x− a)
f(b)− f(a)

b− a
− f(a).

则 F (a) = F (b) = 0。

由于 Rolle定理，∃ξ ∈ (a, b)，使

F ′(ξ) = f ′(ξ)− f(b)− f(a)

b− a
= 0.

故结论成立。

七、Cauchy中值定理
设 f, g : [a, b] → R连续，f, g在 (a, b)上可导，

g′(x) ̸= 0, ∀x ∈ (a, b).

则 g(b) ̸= g(a)，并且存在 ξ ∈ (a, b)，使得

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)
.

证明 设

H(x) = f(x)[g(b)− g(a)]− g(x)[f(b)− f(a)].

H(a) = H(b) = f(a)g(b)− g(a)f(b).

H(a) = H(b) = f(a)g(b)− g(a)f(b).

由 H(a) = H(b)，故 ∃ξ ∈ (a, b)，使

H ′(ξ) = f ′(ξ)[g(b)− g(a)]− g′(ξ)[f(b)− f(a)] = 0.

故

f ′(ξ)[g(b)− g(a)] = g′(ξ)[f(b)− f(a)].

若 f ′(ξ) = 0，则 f(b) = f(a)，原式成立。

若 f ′(ξ) ̸= 0，又由 g′(x) ̸= 0，有
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f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)
.

八、证明：设 I, J ⊂ R为区间，n ∈ N∗，设 f : I → R，g : J → R，x0 ∈ I ∩ J。如果存在 ε > 0，使得

(x0 − ε, x0 + ε) ⊂ I ∩ J,

且

f(x) = g(x), ∀x ∈ (x0 − ε, x0 + ε),

则 f 在 x0 点 n阶可导当且仅当 g在 x0 点 n阶可导，并且当 f 在 x0 点 n阶可导时，

f (n)(x0) = g(n)(x0).

证明 数学归纳法。

n = 1时，由
f(x)− f(x0)

x− x0
=
g(x)− g(x0)

x− x0

极限存在，故结论成立。

设 n = k时结论成立，下面证 n = k + 1时成立。

若 f 在 x0 点 n+ 1阶可导，则 ∃ε > 0，使

f(x) = g(x), ∀x ∈ (x0 − ε, x0 + ε).

令 ε2 = min{ε, ε1}。
任取 x ∈ (x0 − ε2, x0 + ε2)，故由 n = k时命题得

f (n)(x) = g(n)(x).

取 δ = min{x− (x0 − ε2), x0 + ε2 − x}。
故对 x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)有

f (n)(x) = g(n)(x).

设 h(x) = f (n)(x)，x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)。

由于 f 在 x0 点 k + 1阶可导，故 h在 x0 点可导。

由 n = 1时同样可得：

h′(x0) = f (k+1)(x0),

故 g在 x0 点 k + 1阶可导，且

g(k+1)(x0) = h′(x0) = f (k+1)(x0).

九、Leibniz公式
证明 设 I ⊂ R为区间，n ∈ N∗，设 f, g : I → R，n阶可导，则

(fg)(n) =

n∑
i=0

Cinf
(n−i)g(i).
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引理 9.1

♡
Cik + Ci−1

k = Cik+1.

证明

LHS =
k(k − 1) · · · (k − i+ 1)

i!
+
k(k − 1) · · · (k − i+ 2)

(i− 1)!
= Cik+1 = RHS.

数学归纳法：n = 1时，

(fg)′ = f ′g + fg′ =

1∑
i=0

Ci1f
(1−i)g(i).

设 n = k成立，下证 n = k + 1时命题成立。

故有

(fg)(k) =

k∑
i=0

Cikf
(k−i)g(i).

两边求导：

[
(fg)(k)

]′
=

[
k∑
i=0

Cikf
(k−i)g(i)

]′

=

k∑
i=0

Cikf
(k−i+1)g(i) +

k∑
i=0

Cikf
(k−i)g(i+1)

=

k∑
i=0

Cikf
(k−i+1)g(i) +

k+1∑
i=1

Ci−1
k f (k−i+1)g(i)

= f (k+1)g +

k∑
i=1

(Cik + Ci−1
k )f (k−i+1)g(i) + fg(k+1)

=

k+1∑
i=0

Cik+1f
(k+1−i)g(i).
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第十章 函数的单调性与极值

定义 10.1

♣

设 f : A ⊂ R → R，如果

f(x1) ≤ f(x2), ∀x1, x2 ∈ A, x1 ≤ x2,

我们称 f 单调不减（或单调增）。如果

f(x1) < f(x2), ∀x1, x2 ∈ A, x1 < x2,

我们称 f 严格单调增。

命题 10.1

♠

设 I ⊂ R为区间，f : I → R可导。
（i）f 单调不减当且仅当

f ′(x) ≥ 0, ∀x ∈ I.

（ii）如果

f ′(x) > 0, ∀x ∈ I,

则 f 单调增。

注（i）命题 1（ii）的逆命题不成立。如 f(x) = x3，x ∈ R，则 f 严格单调增，但是 f ′(0) = 0。

（ii）单调不增和单调减函数有类似结论。
同样设：f(x)在区间 I 上可导，f ′(x) ≥ 0。且在区间 (a, b)上 f ′(x)不恒为 0，则 f(x)在 I 上单调增。

若存在 x1 < x2，使 f(x1) = f(x2)，f(x)单调不减，在区间 [x1, x2]上 f(x) = C。

证明 命题 1：
⇒设 x ∈ I。因为 f 单调不减，所以

f(y)− f(x)

y − x
≥ 0, ∀y ∈ I \ {x}.

因此

f ′(x) = lim
y→x

f(y)− f(x)

y − x
≥ 0.

⇐设 x1, x2 ∈ A，x1 < x2。由中值定理

f(x2)− f(x1) = f ′(ξ)(x2 − x1) ≥ 0,

其中 ξ ∈ (x1, x2)。则 f(x1) ≤ f(x2)，这就证明了 f 单调不减。

例题 10.1 f(x)在 [0, 1]上二阶可导，f(0) = f(1) = 0，

max
0≤x≤1

f(x) ≥ 2.

则存在 ξ ∈ (0, 1)，使 f ′′(ξ) ≤ −16。



证明 由于 max f(x) ≥ 2，则 ∃η ∈ (0, 1)，使 f(η) ≥ 2，故 f ′(ξ) = 0。

由泰勒公式：∃ξ1 ∈ (0, η)，ξ2 ∈ (η, 1)，使

f(0) = f(η) + f ′(η)(0− η) +
1

2
f ′′(ξ1)(0− η)2 = 0,

f(1) = f(η) + f ′(η)(1− η) +
1

2
f ′′(ξ2)(1− η)2 = 0.

故

f ′′(ξ1) = − 4

η2
, f ′′(ξ2) = − 4

(1− η)2
.

若 η ≥ 1

2
，则 f ′′(ξ2) ≤ −16；若 η ≤ 1

2
，则 f ′′(ξ1) ≤ −16。

f ′′(ξ1) = − 4

η2
, f ′′(ξ2) = − 4

(1− η)2
.

若 η ≥ 1

2
，则 f ′′(ξ2) ≤ −16；若 η ≤ 1

2
，则 f ′′(ξ1) ≤ −16。

例题 10.2已知

lim
x→0

[
1 +

f(x)

4x2

]1/ ln cos x

= 2,

求

lim
x→0

f(x)

x4
.

lim
x→0

ln
[
1 + f(x)

4x2

]
ln cosx

= ln 2.

若
f(x)

4x2
极限为 0，则原式有

lim
x→0

f(x)
4x2

ln cosx
= lim
x→0

f(x)

2x4
· 1

ln 2
= ln 2.

故

lim
x→0

f(x)

x4
= −(ln 2)2.

f(x)在 [0, 1]上二阶可导，且 |f(x)| ≤ a，|f ′′(x)| ≤ b，其中 a, b为常数。证明：

|f ′(x)| ≤ 2a+
b

2
, ∀x ∈ (0, 1).

由 Taylor展开式：

f(0) = f(x) + f ′(x)(0− x) +
1

2
f ′′(ξ1)(0− x)2, ξ1 ∈ (0, x),

f(1) = f(x) + f ′(x)(1− x) +
1

2
f ′′(ξ2)(1− x)2, ξ2 ∈ (x, 1).

相减：

f(1)− f(0) = f ′(x) +
1

2
[f ′′(ξ2)(1− x)2 − f ′′(ξ1)x

2].
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10.1 极值点与极值

|f ′(x)| ≤ |f(1)|+ |f(0)|+ 1

2
|f ′′(ξ2)|(1− x)2 +

1

2
|f ′′(ξ1)|x2

≤ 2a+
b

2
[(1− x)2 + x2] ≤ 2a+

b

2
.

f 在 [a, b]上二阶可导，f ′(a) = f ′(b) = 0，则存在 ξ ∈ (a, b)，使

|f ′′(ξ)| ≥ 4

(b− a)2
|f(b)− f(a)|.

f(c) = f(a) + f ′(a)

(
c− a+ b

2

)
+

1

2
f ′′(ξ1)

(
a− a+ b

2

)2

,

f(c) = f(b) + f ′(b)

(
a+ b

2
− b

)
+

1

2
f ′′(ξ2)

(
b− a+ b

2

)2

.

相减得：

f(b)− f(a) +
1

2
f ′′(ξ2)

(
a− b

2

)2

− 1

2
f ′′(ξ1)

(
a− b

2

)2

= 0.

故

|f(b)− f(a)| ≤
(
1

2
|f ′′(ξ1)|+

1

2
|f ′′(ξ2)|

) ∣∣∣∣a− b

2

∣∣∣∣2 .
记

max{|f ′′(ξ1)|, |f ′′(ξ2)|} = |f ′′(ξ)|.

故

|f(b)− f(a)| ≤ |f ′′(ξ)| (b− a)2

4
,

即

|f ′′(ξ)| ≥ 4

(b− a)2
|f(b)− f(a)|.

10.1 极值点与极值

定义 10.2

♣

设 f : A ⊂ R → R，x0 是 A的内点。如果存在 ε > 0，使 (x0 − ε, x0 + ε) ⊂ A，并且

f(x) ≥ f(x0), ∀x ∈ (x0 − ε, x0 + ε),

我们称 x0 是 f 的极小值点，称 f(x0)是 f 的极小值。如果存在 ε > 0，使

(x0 − ε, x0 + ε) ⊂ A,

且

f(x) > f(x0), ∀x ∈ (x0 − ε, x0 + ε),

我们称 x0 是 f 的严格极小值点，称 f(x0)是 f 的严格极小值。
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10.1 极值点与极值

命题 10.2

♠

（极值的必要条件）

设 f : A ⊂ R → R，x0 是 A的内点。如果 x0 是 f 的极值点，且 f ′(x0) = 0。

证明 如果 x0 是 f 的极大值点，则 ∃ε > 0，使 (x0 − ε, x0 + ε) ⊂ A，并且

f(x0) = max
(x0−ε,x0+ε)

f.

因此由 Fermat引理，f ′(x0) = 0。

如果 x0 是 f 的极小值点，同理可证。

命题 10.3

♠

（极值的充分条件）

设 f : A ⊂ R → R，x0 是 A的内点。设存在 ε > 0，(x0 − ε, x0 + ε) ⊂ A。f 在 (x0 − ε, x0 + ε)上连续，

在 (x0 − ε, x0 + ε) \ {x0}上可导。
（i）如果

f ′(x) > 0, ∀x ∈ (x0 − ε, x0),

f ′(x) < 0, ∀x ∈ (x0, x0 + ε),

则 x0 是 f 的严格极大值点。

（ii）如果

f ′(x) > 0, ∀x ∈ (x0 − ε, x0),

f ′(x) < 0, ∀x ∈ (x0, x0 + ε),

则 x0 是 f 的严格极小值点。

证明

（i）设 x0 − ε < x1 < x2 ≤ x0，则由中值定理

f(x2) = f(x1) + f ′(ξ)(x2 − x1) > f(x1),

其中 ξ ∈ (x1, x2)。因此 f 在 (x0 − ε, x0]上单调不减。

同理可得 f 在 [x0, x0 + ε)上单调不增。

所以 x0 是 f 的严格极大值点。

（ii）设 x0 − ε < x1 < x2 ≤ x0，则由中值定理

f(x2) = f(x1) + f ′(ξ)(x2 − x1) > f(x1),

其中 ξ ∈ (x1, x2)。因此 f 在 (x0 − ε, x0]上严格单调增。

同理可得 f 在 [x0, x0 + ε)上严格单调减。

所以 x0 是 f 的严格极大值点。
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10.1 极值点与极值

命题 10.4

♠

（极值的充分条件）

设 f : A ⊂ R → R，x0 是 A的内点，f 在 x0 点二阶可导。

（i）如果 f ′(x0) = 0，f ′′(x0) > 0，则 x0 是 f 的严格极小值点；

（ii）如果 f ′(x0) = 0，f ′′(x0) < 0，则 x0 是 f 的严格极大值点。

注我们注意，命题 3中的条件 f ′′(x0) > 0不能减弱为 f ′′(x0) ≥ 0；条件 f ′′(x0) < 0不能减弱为 f ′′(x0) ≤ 0。例

如，设 f(x) = x3，x ∈ R，则 f ′(0) = f ′′(0) = 0，但 x = 0不是 f 的极值点。

命题 3的证明：
证明 因为 x0是 A的内点，∃ε > 0，使 (x0 − ε, x0 + ε) ⊂ A。因为 f 在 x0点二阶可导，∃0 < ε2 < ε，使得 f 在

(x0 − ε2, x0 + ε2)上一阶可导。

（i）因为
f ′′(x0) = lim

x→x0

f ′(x)− f ′(x0)

x− x0
> 0,

∃0 < ε3 < ε2，使

f ′(x)− f ′(x0)

x− x0
=

f ′(x)

x− x0
> 0, ∀x ∈ (x0 − ε3, x0 + ε3) \ {x0}.

即

f ′(x) < 0, ∀x ∈ (x0 − ε3, x0),

f ′(x) > 0, ∀x ∈ (x0, x0 + ε3).

所以由命题 2，x0 是 f 的严格极小值点。

例题 10.3
lim

x→π/2

(1−
√
sinx)(1− 3

√
sinx) · · · (1− n

√
sinx)

(1− sinx)n−1
.

解

lim
x→π/2

(1−
√
sinx)(1− 3

√
sinx) · · · (1− n

√
sinx)

(1− sinx)n−1

= lim
x→π/2

(1− sinx)n−1

(1− sinx)n−1
∏n
k=2(1 +

k
√
sinx+ · · · )

lim
x→π/2

(1− sinx)n−1

(1 +
√
sinx)(1 + 3

√
sinx+

3
√
sin2 x) · · · (1 + n

√
sinx+ · · ·+ n

√
sinn−1 x)(1− sinx)n−1

= lim
x→π/2

1

(1 +
√
sinx) · · · (1 + n

√
sinx+ · · ·+ n

√
sinn−1 x)

=
1

n!
.

另解：令 t = 1− sinx，则 x→ π

2
时 t→ 0。

1− k
√
sinx = 1− (1− t)1/k ∼ t

k
, k = 2, 3, . . . , n.

原式：

lim
t→0

t/2 · t/3 · · · t/n
tn−1

=
1

n!
.
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10.1 极值点与极值

异解：

原式 =
n∏
k=2

lim
x→π/2

1− k
√
sinx

1− sinx
=

1

n!
.

1．x > 0时，
x

1 + x
< ln(1 + x) < x.

证明 设 f(x) = ln(1 + x)，则 f(x)在 [0, x]内连续，在 (0, x)上可导。

故

f(x)− f(0) = f ′(ξ)x =
x

1 + ξ
, ξ ∈ (0, x).

又 0 < ξ < x时，

x

1 + x
<

x

1 + ξ
< x.

由 ①②得
x

1 + x
< ln(1 + x) < x.

2．f 在 [a, b]可导，f(a) = f(b) = 0，则存在 ξ ∈ (a, b)，使

f ′(ξ) = kf(ξ),

其中 k是任意常数。

证明 令

F (x) = e−kxf(x).

F ′(x) = e−kx[f ′(x)− kf(x)].

F (a) = F (b) = 0，由 Rolle定理。
3．f 在 [a, b]连续，在 (a, b)可导（a > 0），则存在 ξ ∈ (a, b)，使

1

ab
[af(b)− bf(a)] = f(ξ)− ξf ′(ξ).

令

F (x) =
f(x)

x
, G(x) =

1

x
.

则 ∃ξ ∈ (a, b)，使

F (b)− F (a)

G(b)−G(a)
=

f(b)
b − f(a)

a
1
b −

1
a

=

f ′(ξ)ξ−f(ξ)
ξ2

− 1
ξ2

= f(ξ)− ξf ′(ξ).

4．f 在 [a, b]连续，在 (a, b)可导，则存在 ξ ∈ (a, b)，使

bf(b)− af(a)

b− a
= f(ξ) + ξf ′(ξ).

令

F (x) = xf(x), G(x) = x.

F (b)− F (a)

G(b)−G(a)
= f(ξ) + ξf ′(ξ).
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10.1 极值点与极值

5．f 在 [a, b]连续，在 (a, b)可导（a > 0），则存在 ξ ∈ (a, b)，使

f(b)− f(a) = ξf ′(ξ) ln
b

a
.

令

F (x) = f(x), G(x) = lnx.

∃ξ ∈ (a, b)，

F (b)− F (a)

G(b)−G(a)
= ξf ′(ξ).

即

f(b)− f(a) = ξf ′(ξ) ln
b

a
.

87



第十一章 凸函数

定义 11.1

♣

设 I ⊂ R为区间，f : I → R，

f((1− λ)x1 + λx2) ≤ (1− λ)f(x1) + λf(x2), ∀x1, x2 ∈ I, 0 ≤ λ ≤ 1.

我们称 f 为凸函数。

注（i）如果把 “≤”改为 “≥”，也称 f 为凸函数；如果 −f 满足定义 1，称 f 为凹函数或上凸函数。

（ii）可以证明 f 为凸函数⇐⇒ f 的上图

G = {(x, y) : x ∈ I, y ≥ f(x)}

为凸集。

凸集：A是 Rn 中的集合。若对任给两个 x, y ∈ A，设 0 ≤ λ ≤ 1，有

(1− λ)x+ λy ∈ A.

定义 11.2

♣

设 I ⊂ R为区间，f : I → R。若

f((1− λ)x1 + λx2) < (1− λ)f(x1) + λf(x2),

∀x1, x2 ∈ I, 0 < λ < 1,

我们称 f 为严格凸函数。

命题 11.1

♠

I ⊂ R为区间，f : I → R，则
（i）f 为凸函数当且仅当 ∀x1, x2 ∈ I，x1 < x2，

f(x) ≤ x2 − x

x2 − x1
f(x1) +

x− x1
x2 − x1

f(x2), ∀x1 ≤ x ≤ x2.

（ii）f 为严格凸函数当且仅当 ∀x1, x2 ∈ I，x1 < x2，

f(x) <
x2 − x

x2 − x1
f(x1) +

x− x1
x2 − x1

f(x2), ∀x1 < x < x2.

证明 （ii）设 x1, x2 ∈ I，x1 < x2。记

g(x) =
x2 − x

x2 − x1
f(x1) +

x− x1
x2 − x1

f(x2).

则 g(x1) = f(x1)，g(x2) = f(x2)。

故只需证

f((1− λ)x1 + λx2) < (1− λ)f(x1) + λf(x2)



⇐⇒ f(x) < g(x)，∀x1 < x < x2。

由于 g是一次函数，所以

g((1− λ)x1 + λx2) = (1− λ)g(x1) + λg(x2).

因此结论成立。

命题 11.2

♠

等价定义。

设 I ⊂ R为区间，f : I → R。
（i）f 为凸函数当且仅当 ∀x1, x2, x3 ∈ I，x1 < x2 < x3，我们有

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ f(x3)− f(x1)

x3 − x1
.

（ii）f 为凸函数当且仅当 ∀x1, x2, x3 ∈ I，x1 < x2 < x3，我们有

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
<
f(x3)− f(x2)

x3 − x2
.

证明 （ii）由命题 1，f 为严格凸函数

⇐⇒ f(x2) <
x3 − x2
x3 − x1

f(x1) +
x2 − x1
x3 − x1

f(x3)

⇐⇒ x3 − x2
x3 − x1

[f(x2)− f(x1)] <
x2 − x1
x3 − x1

[f(x3)− f(x2)]

⇐⇒ f(x2)− f(x1)

x2 − x1
<
f(x3)− f(x2)

x3 − x2
.

命题 11.3

♠

Jensen不等式
设 I ⊂ R为区间，f : I → R。设 λi > 0，i = 1, 2, . . . , n，

n∑
i=1

λi = 1, xi ∈ I, i = 1, 2, . . . , n, n ≥ 2.

（i）若 f 为凸函数，则

f

(
n∑
i=1

λixi

)
≤

n∑
i=1

λif(xi).

（ii）若 f 为严格凸函数，则

f

(
n∑
i=1

λixi

)
<

n∑
i=1

λif(xi),

且等号成立当且仅当 x1 = x2 = · · · = xn。

证明 数学归纳法。

首先证明 n = 2时（ii）的结论成立。
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若 x1 = x2，则

f(λ1x1 + λ2x2) = f(x1) = λ1f(x1) + λ2f(x2).

若 x1 ̸= x2，由定义得

f

(
n∑
i=1

λixi

)
<

n∑
i=1

λif(xi).

假设 n = k时结论成立，下面证明 n = k + 1时结论也成立，这里 k ≥ 2。

如果 x1 = x2 = · · · = xn，则

f

(
k+1∑
i=1

λixi

)
=

k+1∑
i=1

λif(xi) = f(x1).

下面设 xi，i = 1, 2, . . . , k不全相等。不妨设 xk ̸= xk+1。记

µ =

k∑
i=1

λi, µi =
λi
µ
, i = 1, 2, . . . , k.

则
k∑
i=1

µi = 1.

因此：

f

(
k+1∑
i=1

λixi

)
= f

(
µ

k∑
i=1

µixi + λk+1xk+1

)

≤ µf

(
k∑
i=1

µixi

)
+ λk+1f(xk+1)

< µ

k∑
i=1

µif(xi) + λk+1f(xk+1) =

k+1∑
i=1

λif(xi).

命题 11.4

♠

设 I ⊂ R为区间，f : I → R为凸函数，x0 为 I 的内点。如果 f(x0) = max f，则

f ≡ f(x0).

注命题 4告诉我们：除非 f 为常值函数，否则 f 不可能在区间内部取得最大值。我们称为极大值原理。

证明 设 x, y ∈ I，x < x0 < y，则

0 ≤ f(x0)− f(x)

x0 − x
≤ f(y)− f(x0)

y − x0
≤ 0.

因此
f(x0)− f(x)

x0 − x
=
f(y)− f(x0)

y − x0
= 0.

即 f ≡ f(x0)。
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推论 11.1

♡

若 f ∈ C([a, b])为凸函数，则

max f = max{f(a), f(b)}.

例题 11.1
f(x) = lim

n→∞
n
√

1 + |x|3n, x ∈ (−∞,+∞).

（A）处处可导；（B）一个不可导点；（C）两个不可导点；（D）至少三个不可导点。

f(x) =



−x3, x ≤ −1,

1, −1 < x ≤ 0,

1, 0 ≤ x ≤ 1,

x3, x > 1.

例题 11.2
lim
x→0+

e1/x − 1

(e1/x + 1
x )x

ln
sinx

x
.

lim
x→0+

e1/x − 1

e1/x + 1
x

= 1.

lim
x→0+

ln
(
sin x
x + 1

)
x2

= lim
x→0+

sin x
x − 1

x2
= lim
x→0+

sinx− x

x3

= lim
x→0+

x− x3

3! + o(x3)− x

x3
= − 1

3!
.
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第十二章 Lipschitz连续

Lipschitz连续

定义 12.1

♣

设 f : A ⊂ R → R。如果存在 L ∈ R，使

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|, ∀x, y ∈ A,

称 f 为 Lipschitz函数。
设 A ⊂ R，B ⊂ A，B ̸= ∅。如果 f |B Lipschitz连续，即 ∃L ∈ R，使

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|, ∀x, y ∈ B,

我们称 f 在 B 上 Lipschitz连续。

命题 12.1

♠设 f : A ⊂ R → R。如果 f Lipschitz连续，则 f 连续。

注命题 1的逆命题不成立。连续函数不一定 Lipschitz连续。例如：

f(x) =
√
x, x ∈ [0,+∞),

则 f 连续，但是 f 不是 Lipschitz连续。
证明 由定义，∃L > 0，使

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|, ∀x, y ∈ A.

设 x0 ∈ A，ε > 0。令 δ =
ε

L
，则

|f(x)− f(x0)| ≤ L|x− x0| < ε, ∀x ∈ A, |x− x0| < δ.

因此 f 在 x0 点连续。

命题 12.2

♠如果 f 可导且导函数有界，则 f Lipschitz连续。

证明 设 |f ′| ≤M。设 x, y ∈ I，由中值定理，∃ξ ∈ (x, y)，使

f(x)− f(y) = f ′(ξ)(x− y).

因此

|f(x)− f(y)| = |f ′(ξ)||x− y| ≤M |x− y|.

这就证明 f Lipschitz连续。

推论 12.1

♡
设 f ∈ C1([a, b])，则 f Lipschitz连续。



注 Lipschitz函数不一定可导（即可导函数一定连续）。
证明 由于 f ′ 在 [a, b]上连续，

则 f ′ 在 [a, b]上有界。

由命题 2得 f Lipschitz连续。

命题 12.3

♠

设 −∞ ≤ a < b ≤ +∞，f : [a, b] → R为凸函数，[c, d] ⊂ (a, b)。

（i）f 在 [c, d]上 Lipschitz连续；
（ii）f 连续。

注 f 在 (a, b)上不一定 Lipschitz连续。例如：

f(x) = x2, x ∈ R.

则 f 为凸函数，但不 Lipschitz连续。
证明

（i）设 a < x < c，d < z < b。设 c ≤ x ≤ y ≤ d，则

（i）设 a < x < c，d < z < b。设 c ≤ x ≤ y ≤ d，则

f(c)− f(x)

c− x
≤ f(y)− f(x)

y − x
≤ f(z)− f(d)

z − d
.

令

L = max

{∣∣∣∣f(c)− f(x)

c− x

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣f(z)− f(d)

z − d

∣∣∣∣} .
则

|f(y)− f(x)| ≤ L|y − x|.

（ii）设 x0 ∈ I，∃ε > 0，使 [x0 − ε, x0 + ε] ⊂ I。

f 为凸函数，f 在 [x0 − ε, x0 + ε]上 Lipschitz连续。
⇒ f 在 [x0 − ε, x0 + ε]上连续。

⇒ f 在 x0 点连续。

例题 12.1
（1）f(x) = x2，x ∈ R。
（2）f(x) = xα，x ∈ [0,+∞)，0 < α < 1。

证明 f 不是 Lipschitz函数。
证明 （1）设 L ∈ R。

∃x, y ∈ R，x =
L

2
+ 1，y =

L

2
，则

|x2 − y2| = |x+ y||x− y| > L.

即

|f(x)− f(y)| > L|x− y|.

故 f 不是 Lipschitz函数。
（2）设 L ∈ R。

f ′(x) = αxα−1, α ∈ (0, 1), x ∈ [0,+∞).
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f ′′(x) = α(α− 1)xα−2 < 0.

故 f ′(x)单调减。

取 x > y > α

√
1
L，故 ∃ξ ∈ (x, y)，使

ξ >
α

√
1

L
.

故

|xα − yα| = αξα−1|x− y| > L|x− y|.

故 f 不 Lipschitz连续。

定理 12.1

♡

达布定理：

1. f(x)在 I 上可导，a, b ∈ I，且 f(a) > 0、f(b) < 0，则 ∃ξ ∈ (a, b)，使

f ′(ξ) = 0.

2. f(x)在 I 上可导，a, b ∈ I，若 f(a) < f(b)。

证明

(i)由 f ′(a) > 0可得: lim
x→a+

f(x)−f(a)
x−a > 0 ∃δ1 > 0 , 当 x ∈ (a, a + δ1)时. f(x) > f(a)同理: ∃δ2 > 0 , 当

x ∈ (b− δ2, b)时. f(x) > f(b)故 f 的最大值一定在 (a, b)内取得. 记最大值点为 ξ . 由费马定理: f ′(ξ) = 0

(ii)令
F (x) = f(x)−Mx.

则 F (a) < 0，F (b) > 0。

对于 F 用 (i)的结论可得。
例题 12.2若 f(x)在 (a, b)上可导，且

lim
x→a+

f(x) = lim
x→b−

f(x) = A,

则 ∃ξ ∈ (a, b)，使 f ′(ξ) = 0。

证明 令

F (x) =


A, x = a,

f(x), x ∈ (a, b),

A, x = b.

则 lim
x→a+

F (x) = lim
x→a+

f(x) = A，即 F 在 x = a处连续。

同理 F 在 x = b处连续。

从而 F (x)在 [a, b]上连续，在 (a, b)上可导，且 F (a) = F (b) = A。由 Rolle定理，

∃ξ ∈ (a, b), F ′(ξ) = 0.

即 f ′(ξ) = 0。

例题 12.3若 f(x)在 (a,+∞)上可导，且

lim
x→a+

f(x) = lim
x→+∞

f(x) = A,
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则 ∃ξ ∈ (a,+∞)，使得 f ′(ξ) = 0。

证明 令

F (x) =

A, x = a,

f(x), x ∈ (a,+∞).

由题设 lim
x→a+

f(x) = A可知，F (x)在 x = a处右连续。因此 F (x)在 [a,+∞)上连续，在 (a,+∞)上可导。

①若 f(x) ≡ A，则 ∀x ∈ (a,+∞)，都有 f ′(x) = 0，结论显然成立。

②若 f(x)不恒为 A，则 ∃x0 ∈ (a,+∞)，使得 f(x0) ̸= A。不妨设 f(x0) > A。

由于 lim
x→+∞

f(x) = A，故取 ε =
f(x0)−A

2
> 0。

由极限的定义，∃M > x0，使得当 x > M 时，有

|f(x)−A| < ε.

故对于 ∀x > M，有

f(x) < A+ ε =
f(x0) +A

2
< f(x0).

由于 F (x)在闭区间 [a,M ]上连续，根据最值定理，F (x)在 [a,M ]上必取得最大值。又因为端点处的值满

足：

F (a) = A < f(x0)

F (M) = f(M) < f(x0)

而 x0 ∈ (a,M)且 F (x0) = f(x0)，说明最大值不可能在端点 a或M 处取得。

因此，F (x)在 [a,M ]上的最大值点 ξ必在区间内部，即 ξ ∈ (a,M) ⊂ (a,+∞)。由 Fermat引理可知，在内
部极值点处导数为零，即 F ′(ξ) = f ′(ξ) = 0。

x

y

y = A

y = A+ ε

x0 ξ Ma

f(x0)

A

闭区间 [a,M ]

最大值点 f ′(ξ) = 0
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第十三章 第四次作业

一、定理 1（带 Lagrange余项的 Taylor展开）
设 f : (x0 − ε, x0 + ε) → R，n阶可导，n ∈ N∗，设 x ∈ (x0 − ε, x0 + ε)，则 ∃θ ∈ (0, 1)，使得

f(x) =

n−1∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +
f (n)((1− θ)x0 + θx)

n!
(x− x0)

n.

证明 设 g : (x0 − ε, x0 + ε) → R，

g(x) = f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k

= f(x)−
[
f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+ f (n−1)(x0)

(n− 1)!
(x− x0)

n−1

]
.

则 g n阶可导， 

g(x0) = f(x0)− f(x0) = 0,

g′(x0) = f ′(x0)− f ′(x0) = 0,

...

g(n−1)(x0) = f (n−1)(x0)− (n− 1)!
f (n−1)(x0)

(n− 1)!
= 0.

且 g(n)(x0) = f (n)(x0)。

当 x = x0 时，命题显然成立。下面讨论 x ̸= x0 的情形。

令 F (x) = g(x)，G(x) = (x− x0)
n，

则 F
(k)(x)− F (k)(x0) = g(k)(x),

G(k)(x)−G(k)(x0) = ((x− x0)
n)(k),

k = 1, 2, · · · , n− 1.

故由 Cauchy中值定理，有：

g(x)

(x− x0)n
=

g′(ξ1)

n(ξ1 − x0)n−1
=

g′′(ξ2)

n(n− 1)(ξ2 − x0)n−2
= · · · = g(n−1)(ξn−1)

n!(ξn−1 − x0)
=
g(n)(ξn)

n!
.

其中：x0 < ξn < ξn−1 < · · · < ξ2 < ξ1 < x。

故

g(x)

(x− x0)n
=
f (n)(ξn)

n!
,

即存在 θ ∈ (0, 1)，使得

g(x) =
f (n)((1− θ)x0 + θx)

n!
(x− x0)

n.

故



f(x) =

n−1∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +
f (n)((1− θ)x0 + θx)

n!
(x− x0)

n. □

二、定理 2（带 Peano余项的 Taylor展开）
设 f : (x0−ε, x0+ε) → R，n阶可导，n ∈ N∗，则存在 h : (x0−ε, x0+ε) → R，h在 x0点连续且 h(x0) = 0，

使得：

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k + h(x)(x− x0)
n, x ∈ (x0 − ε, x0 + ε).

证明 设 g : (x0 − ε, x0 + ε) → R，

g(x) = f(x)−
n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k,

故 g n阶可导。

与定理 1证明同理可得：

g(x0) = g′(x0) = g′′(x0) = · · · = g(n)(x0) = 0.

x ̸= x0 时，则由 Cauchy中值定理有：

g(x)

(x− x0)n
=

g′(ξ1)

n(x− x0)n−1
=

g′′(ξ2)

n(n− 1)(ξ1 − x0)n−2
= · · · = g(n−1)(ξn−1)

n!(ξn−1 − x0)
=
g(n)(ξn)

n!
−→ 0.

其中：x0 < ξn < ξn−1 < · · · < ξ2 < ξ1 < x。

令

h(x) =


g(x)

(x− x0)n
, x ̸= x0,

0, x = x0,

x ∈ (x0 − ε, x0 + ε).

故

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k + h(x)(x− x0)
n, x ∈ (x0 − ε, x0 + ε). □

h(x) =


g(x)

(x− x0)n
, x ̸= x0,

0, x = x0,

故

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k + h(x)(x− x0)
n, x ∈ (x0 − ε, x0 + ε). □

三、设 f : A ⊂ R → R，x0 是 A的内点。如果 x0 是 f 的极值点，并且 f 在 x0 点可导，则 f ′(x0) = 0。

证明 不妨设 x0 为 f 的极大值点，故 ∃ε > 0，∋

f(x) ≤ f(x0), ∀x ∈ (x0 − ε, x0 + ε).

由于 f 在 x0 点可导，故
f(x)− f(x0)

x− x0
两极限存在。
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记

g(x) =
f(x)− f(x0)

x− x0
, x ∈ (x0 − ε, x0 + ε).

故

g(x−0 ) = lim
x→x−

0

f(x)− f(x0)

x− x0
≥ 0, ∀x ∈ (x0 − ε, x0),

g(x+0 ) = lim
x→x+

0

f(x)− f(x0)

x− x0
≤ 0, ∀x ∈ (x0, x0 + ε).

又由于极限存在，故 g(x−0 ) = g(x+0 ) = f ′(x0) = 0。

若 x0 是 f 的极小值点，证明过程完全同理。□
四、设 f : A ⊂ R → R，x0 是 A的内点。设存在 ε > 0，(x0 − ε, x0 + ε) ⊂ A，f 在 (x0 − ε, x0 + ε)连续，

在 [(x0 − ε, x0 + ε) \ {x0}]上可导。
（i）如果

f ′(x) > 0, ∀x ∈ (x0 − ε, x0),

f ′(x) ≤ 0, ∀x ∈ (x0, x0 + ε),

则 x0 是 f 的极大值点。

（ii）如果

f ′(x) > 0, ∀x ∈ (x0 − ε, x0),

f ′(x) < 0, ∀x ∈ (x0, x0 + ε),

则 x0 是 f 的严格极大值点。

证明

（i）设 x0 − ε < x1 < x2 ≤ x0，由中值定理可得 ∃ξ ∈ (x1, x2)，

f(x2) = f(x1) + f ′(ξ)(x2 − x1) > f(x1).

故 f 在 (x0 − ε, x0]上单调不减。

同理可证得 f 在 [x0, x0 + ε)上单调不增。

故 x0 是 f 的极大值点。

（ii）设 x0 − ε < x < x2 ≤ x0，由中值定理得 ∃ξ ∈ (x, x0)，

f(x0) = f(x) + f ′(ξ)(x0 − x) > f(x),

故 f 在 (x0 − ε, x0]上单调递增。

同理可证得 f 在 [x0, x0 + ε)上单调递减。

故 x0 是 f 的严格极大值点。□
五、设 f : A ⊂ R → R，x0 是 A的内点，f 在 x0 点二阶可导。

（i）如果 f ′(x0) = 0，f ′′(x0) > 0，则 x0 是 f 的严格极小值点；

（ii）如果 f ′(x0) = 0，f ′′(x0) < 0，则 x0 是 f 的严格极大值点。
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证明

（i）由于 f 在 x0 点二阶可导，故

f ′(x)− f ′(x0)

x− x0

极限存在。故存在 ε > 0，使得：

f ′(x)− f ′(x0)

x− x0
> 0, ∀x ∈ (x0 − ε, x0 + ε) \ {x0}.

则

f ′(x) < 0, ∀x ∈ (x0 − ε, x0),

f ′(x) > 0, ∀x ∈ (x0, x0 + ε).

由四题可知 x0 是 f 的严格极小值点。

（ii）由于 f 在 x0 点二阶可导，故

f ′(x)− f ′(x0)

x− x0

极限存在。故存在 ε > 0，使得：

f ′(x)− f ′(x0)

x− x0
< 0, ∀x ∈ (x0 − ε, x0 + ε) \ {x0}.

则

f ′(x) > 0, ∀x ∈ (x0 − ε, x0),

f ′(x) < 0, ∀x ∈ (x0, x0 + ε).

由四题可知 x0 是 f 的严格极大值点。□
六、设 f(x)在 [a, b]连续，在 (a, b)可导，且 f(a) = f(b) = 0，证明存在 ξ ∈ (a, b)使得

f ′(ξ) = −2ξf(ξ).

证明 令 F (x) = ex
2

f(x)，

则

F (a) = ea
2

f(a) = 0,

F (b) = eb
2

f(b) = 0.

由 Rolle定理，∃ξ ∈ (a, b)，使得：

F ′(ξ) = 2ξeξ
2

f(ξ) + eξ
2

f ′(ξ) = 0.

由于 eξ
2 ̸= 0，故 f ′(ξ) = −2ξf(ξ)。□
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七、设 f(x)在 [0, 1]上可导，f(0) = 0，f(1) = 1，证明：在 [0, 1]上存在不同两点 x1, x2，使得

1

f ′(x1)
+

1

f ′(x2)
= 2.

证明 由介值定理，∃ξ ∈ (0, 1)，∋

f(ξ) =
1

2
.

由 Lagrange中值定理得：∃ξ1 ∈ (ξ, 1)，∃ξ2 ∈ (0, ξ)，∋

f(1)− f(ξ) = f ′(ξ1)(1− ξ),

f(0)− f(ξ) = f ′(ξ2)(0− ξ).

故

1

f ′(ξ1)
= 2(1− ξ),

1

f ′(ξ2)
= 2(0− ξ) .

故

1

f ′(ξ1)
+

1

f ′(ξ2)
= 2(1− ξ)− 2(0− ξ) = 2. □

八、设 f(x)在 [a, b]上连续，在 (a, b)可导。证明在 (a, b)内存在两点 x1, x2，使得：

f ′(x1) =
a+ b

2x2
f ′(x2).

证明 由于 f 在 [a, b]上连续，(a, b)上可导，

故由 Lagrange中值定理，∃ξ1 ∈ (a, b)，∋

f(a)− f(b) = f ′(ξ1)(a− b).

设 F (x) = f(x)，G(x) = x2。

则由 Cauchy中值定理，∃ξ2 ∈ (a, b)，∋

F (a)− F (b)

G(a)−G(b)
=
F ′(ξ2)

G′(ξ2)
.

即

f(a)− f(b)

a2 − b2
=
f ′(ξ1)(a− b)

a2 − b2
=
f ′(ξ1)

a+ b
=
f ′(ξ2)

2ξ2
.

故

f ′(ξ1) =
a+ b

2ξ2
f ′(ξ2). □

九、求极限

lim
x→0

x2

2
+ 1−

√
1 + x2

(cosx− ex) sin(x2)
.
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由 Taylor展开有：

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
+ · · · ,

ex = 1 + x+
x2

2!
+ · · · ,

(1 + x2)1/2 = 1 +
x2

2!
+
α(α− 1)

2!
x4 + · · · = 1 +

x2

2
− x4

8
+ o(x4).

故

lim
x→0

x2

2
+ 1−

√
1 + x2

(cosx− ex) sin(x2)

= lim
x→0

x4

8
+ o(x4)

(1− x2

2!
− 1− x− x2

2!
+ o(x2))x2

= lim
x→0

x4

8
+ o(x4)

x4 − x4

2
+ o(x4)

= − 1

12
.

十、设 x ∈ (−1, 1)，证明不等式：

x ln

(
1 + x

1− x

)
+ cosx ≥ 1 +

1

2
x2.

证明 令

f(x) = x ln

(
1 + x

1− x

)
+ cosx− 1

2
x2 − 1.

由于

f(−x) = −x ln 1− x

1 + x
+ cos(−x)− 1

2
x2 − 1 = x ln

1 + x

1− x
+ cosx− 1

2
x2 − 1 = f(x),

故 f 为偶函数。以下只讨论 x ∈ (0, 1)区间上面的情形：

f ′(x) = ln
1 + x

1− x
+

2x

(1 + x)(1− x)
− sinx− x,

f ′′(x) =
2

(1− x)(1 + x)
+

2(1 + x)(1− x) + 4x2

(1− x)2(1 + x)2
− cosx− 1 = 2

[
1

(1 + x)(1− x)

]2
− cosx− 1.

由于 x ∈ (0, 1)，故 (1 + x)(1− x) ≤ [(1 + x) + (1− x)]2

4
= 1，

则 f ′′(x) ≥ 2− 1− cosx = 1− cosx ≥ 0，∀x ∈ (0, 1)。

故 f ′(x)在区间上单调递增（不减）。

f ′(0) = ln(1) +
0

0
− sin 0− 0 = 0.

故 f ′(x) > 0，∀x ∈ [0, 1)。

故 f(x)在区间上单调递增（不减）。

由于 f(0) = 0 + cos 0− 0− 1 = 0。

由于 f(0) = 0 + cos 0− 0− 1 = 0，
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故 f(x) ≥ 0，∀x ∈ [0, 1)。

由于 f 为偶函数，

故 f(x) ≥ 0，∀x ∈ (−1, 1)。

即

x ln

(
1 + x

1− x

)
+ cosx ≥ 1 +

1

2
x2

在 x ∈ (−1, 1)上恒成立。□
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第十四章 凸函数的进一步性质

命题 14.1

♠

设 f : [a, b] → R为凸函数，设 x0, x1, x2 ∈ (a, b)，x1 < x2，则

（i）f ′−(x0)、f ′+(x0)都存在，并且

f ′−(x0) = sup

{
f(x0)− f(y)

x0 − y
; a < y < x0

}
,

f ′+(x0) = inf

{
f(y)− f(x0)

y − x0
; x0 < y < b

}
.

（ii）f ′−(x0) ≤ f ′+(x0)。

（iii）f ′+(x1) ≤ f ′−(x2)。

证明 （i）定义 g : (a, x0) → R，

g(x) =
f(x0)− f(x)

x0 − x
, a < x < x0.

下面证明：g单调增且有上界。设 a < x < y < x0，

则

f(y)− f(x)

y − x
≤ f(x0)− f(y)

x0 − y
.

因此

g(x) =
f(x0)− f(x)

x0 − x
=
x0 − y

x0 − x

f(x0)− f(y)

x0 − y
+

y − x

x0 − x

f(y)− f(x)

y − x
≤ g(y).

所以 g单调增。设 x0 < x < b，则

g(x) ≤ f(x)− f(x0)

x− x0
, ∀a < x < x0.

所以 g有上界，因此

f ′−(x0) = lim
x→x−

0

g(x) = sup g.

（ii）记 x3 =
x1 + x2

2
，则由（i）

f ′+(x1) ≤
f(x3)− f(x1)

x3 − x1
≤ f(x2)− f(x3)

x2 − x3
≤ f ′−(x2).

（iii）记 x3 =
x1 + x2

2
，则由（ii）

f ′+(x1) ≤
f(x3)− f(x1)

x3 − x1
<
f(x2)− f(x3)

x2 − x3
≤ f ′−(x2). □



14.1 凸函数判别法

命题 14.2

♠

设 f : [a, b] → R为凸函数，记

D = {x ∈ (a, b), f 在x点不可导}.

如果 D非空，则 D为可数集。

证明 设 x ∈ D，则由命题 1，f ′−(x) < f ′+(x)。记

A = {(f ′−(x), f ′+(x)); x ∈ D}.

设 x, y ∈ D，x < y，则由命题 1，f ′+(x) ≤ f ′−(y)，因此

(f ′−(x), f
′
+(x)) ∩ (f ′−(y), f

′
+(y)) = ∅.

所以 A是由互不相交的开区间构成的集合，因此 A是可数集。设 F : D → A，

F (x) = (f ′−(x), f
′
+(x)), x ∈ D.

则 F 是双射，因此 D也是可数集。

14.1 凸函数判别法

命题 14.3

♠

设 I ⊂ R为区间，f : I → R可导，则
（i）f 为凸函数⇐⇒ f ′ 单调不减；

（ii）f 为严格凸函数⇐⇒ f ′ 严格单调增。

证明 （ii）⇐=

设 x1, x2, x3 ∈ I，x1 < x2 < x3，则存在 ξ ∈ (x1, x2)，η ∈ (x2, x3)，使得

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
= f ′(ξ),

f(x3)− f(x2)

x3 − x2
= f ′(η) （Lagrange中值定理）.

因为 f ′ 严格单调增，所以 f ′(ξ) < f ′(η)，因此

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
<
f(x3)− f(x2)

x3 − x2
.

所以 f 为严格凸函数。

=⇒
设 x1, x2 ∈ I，x1 < x2。下面证明 f ′(x1) < f ′(x2)。设 x3 =

x1 + x2
2

，则

f ′(x1) = f ′+(x1) = inf
x1<y<b

f(y)− f(x1)

y − x1
≤ f(x3)− f(x1)

x3 − x1
,

f ′(x2) = f ′−(x2) = sup
a<x<x2

f(x2)− f(x)

x2 − x
≥ f(x2)− f(x3)

x2 − x3
.

又由于 f 为严格凸函数，所以
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14.1 凸函数判别法

f(x3)− f(x1)

x3 − x1
<
f(x2)− f(x3)

x2 − x3
.

由此可得 f ′(x1) < f ′(x2)，故 f ′ 单调增。□
由 Hölder不等式：

n∑
k=1

akbk ≤

(
n∑
k=1

apk

)1/p( n∑
k=1

bqk

)1/q

,
1

p
+

1

q
= 1.

令

p =
u+ v

u
, q =

u+ v

v
,

则原不等式：

n∑
k=1

a
u

u+v

k b
v

u+v

k ≤

[
n∑
k=1

(
a

u
u+v

k

)u+v
u

] u
u+v

[
n∑
k=1

(
b

v
u+v

k

)u+v
v

] v
u+v

=

(
n∑
k=1

ak

) u
u+v

(
n∑
k=1

bk

) v
u+v

.

同乘 (u+ v)次方，则

(
n∑
k=1

a
u

u+v

k b
v

u+v

k

)u+v
≤

(
n∑
k=1

ak

)u( n∑
k=1

bk

)v
.

设 u, v > 0，

(
n∑
k=1

a
u

u+v b
v

u+v

)u+v
≤

(
n∑
k=1

a

)u( n∑
k=1

b

)v
.

↓
加权幂平均不等式：

(
n∑
k=1

wkt
s
k

)1/s

≥

(
n∑
k=1

wkt
r
k

)1/r

.

(
n∑
k=1

wkt
s
k

)1/s

≥

(
n∑
k=1

wkt
r
k

)1/r

.

(t1a
r
1 + t2a

r
2 + · · ·+ tna

r
n)

1/r ≤ (t1a
s
1 + t2a

s
2 + · · ·+ tna

s
n)

1/s.

当且仅当 a1 = a2 = · · · = an 时 “=”成立。
（i）若 0 < r < s，则由 Hölder不等式得：

(
n∑
k=1

tka
s
k

)r/s
=

(
n∑
k=1

tk

)1−r/s( n∑
k=1

tka
s
k

)r/s
.

（Hölder不等式）
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14.1 凸函数判别法

≥

(
n∑
k=1

t
1−r/s
k (tka

s
k)
r/s

)1

=

(
n∑
k=1

tka
r
k

)1

.

（ii）若 0 < s < r，同理可证明。

命题 14.4

♠

设 I ⊂ R为区间，f : I → R二阶可导，则
（i）f 为凸函数当且仅当 f ′′ ≥ 0；

（ii）f ′′ > 0 =⇒ f 为严格凸函数。

证明 （i）⇐=

设 x1 < x2，若 f ′′ ≥ 0，则

f ′(x2)− f ′(x1) = f ′′(ξ)(x2 − x1) ≥ 0.

故 f ′ 单调不减。

由命题 1知 f 为凸函数。

=⇒
由于 f 为凸函数，故由命题 1可得：
f ′ 单调不减。

设 x, x0 ∈ I，则

f ′(x)− f ′(x0)

x− x0
≥ 0.

故

f ′′(x) = lim
x→x0

f ′(x)− f ′(x0)

x− x0
≥ 0.

（ii）同理可证！
注先证明反例不成立：

设 x1, x2 ∈ R，λ ∈ (0, 1)，

下证：

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2).

代入得：

(λx1 + (1− λ)x2)
4 ≤ λx41 + (1− λ)f(x2)

4 .

重新可得：

λx1 + (1− λ)x2 ≤ [λx41 + (1− λ)f(x2)
4]1/4.

由加权幂平均不等式，s = 1，r = 4时，显然上式成立！

因此 f(x) = x4 是凸函数。

由于 f ′′(0) = 12x2 = 0，故不满足 f ′′ > 0。

例题 14.1广义 Rolle定理
设 f(x)在 [a0,+∞)上连续，在 (a0,+∞)内可导，且
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14.1 凸函数判别法

lim
x→+∞

f(x) = f(a0),

则 ∃ξ ∈ (a0,+∞)，使得 f ′(ξ) = 0。

证明 若不然，由达布定理，必有 f ′(x) > 0或 f ′(x) < 0，∀x ∈ (a0,+∞)。

即 f(x)在 [a0,+∞)上严格递增。

这同 limx→+∞ f(x) = f(a0)矛盾！

另证：

①若存在 x1 ∈ (a0,+∞)，使 f(x1) = f(a0)，则 ∃ξ ∈ (a0, x1)，使 f ′(ξ) = 0。

②若不存在 x ∈ (a0,+∞)使 f(x) = f(a0)，由连续函数的保号定理，只可能有

f(x) > f(a0) 或 f(x) < f(a0), ∀x ∈ (a0,+∞).

不妨设 f(x) > f(a0)，∀x ∈ (a0,+∞)。任取 x1 ∈ (a0,+∞)，使 f(x1) > f(a0)。

由于 limx→+∞ f(x) = f(a0) < f(x1)，

由极限保号性，∃x2 > x1，使 f(x2) < f(x1)。

又 f(a0) < f(x2) < f(x1)。

于是 ∃ξ ∈ (a0, x2)，使得

f(x1) = f(x2).

在 [x1, x2]区间上用 Rolle定理，可得 ∃ξ ∈ (x1, x2)，

f ′(ξ) = 0.

例题 14.2 f(x)在 [0,+∞)连续，(0,+∞)内 n阶可导，limx→+∞ f(x) = f(0)。

（i）存在 ξ ∈ (0,+∞)，使 f ′(ξ) = 0；

（ii）存在 ξ ∈ (0,+∞)，使 f (n)(ξ) = 0。

证明

以下尝试证明：f (n)(ξ) = 0

① 若 f (n)(ξ) → +∞
从而意味着 f (n−1)(x)恒 > 0，不可能有 limx→0+ f(x) = f(x)

② f (n)(ξ) = A ̸= 0

例题 14.3
① f(x)在 (0,+∞)可导，limx→0+ f(x) = limx→+∞ f(x) = A，

则存在 ξ ∈ (0,+∞)，使 f ′(ξ) = 0。

②或 f(x)在 (a, b)上可导，limx→a+ f(x) = limx→b− f(x) = A。

证明 令

g(x) =

f(tan t), t ∈ (0,
π

2
),

A, t = 0,
π

2
.

则：

lim
t→0+

g(t) = lim
t→0+

f(tan t) = A = g(0),
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14.1 凸函数判别法

lim
t→π

2
−
g(t) = lim

t→π
2

−
f(tan t) = A = g

(π
2

)
.

g(t)在 0处右连续，在
π

2
处左连续，由 Rolle可得。

∃θ ∈ (0,
π

2
)，使得 g′(θ) = 0。

即

f ′(tan θ) · sec2 θ = 0.

故 f ′(tan θ) = 0，取 ξ = tan θ即可。

例题 14.4 f(x)在 [0,+∞)可导，

lim
x→0+

f(x) = lim
x→+∞

f(x) = A,

则 ∃ξ，使得 f ′(ξ) = 0。

证明

①若 f(x) ≡ A，故 ∃ξ ∈ (0,+∞)，f ′(ξ) = 0。

②若存在一点 x0，使得 f(x0) > A，由极限保号性：

取

ε =
f(x0)−A

2
,

则 ∃δ、∃M，满足：

0 < δ < x0, M > x0,

使得：

f(x) <
f(x0) +A

2
, x ∈ [A,A+ δ] ,

f(x) <
f(x0) +A

2
, x ∈ [M,+∞).

又因为 x0 ∈ [A+ δ,M ]：

在闭区间 [A+ δ,M ]上，f(x0) > f(A+ δ)，f(x0) > f(M)。

故 f(x)在 [A+ δ,M ]上最大值在区间内部取得。

由极值必要条件：∃ξ ∈ (A+ δ,M)，使得

f ′(ξ) = 0.

1　设 f 在 [0, 1]连续，在 (0, 1)内可导，f(0) = 0，f(1) = 1，又 k1, k2, · · · , kn 是满足

k1 + k2 + · · ·+ kn = 1

的正数。

则在 (0, 1)内存在 n个互不相同的正数 t1, t2, · · · , tn，使

k1
f ′(t1)

+
k2

f ′(t2)
+ · · ·+ kn

f ′(tn)
= 1.
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14.1 凸函数判别法

证明 在 [0, 1]内插入 0 = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = 1，

同时满足：

f(x1) = k1, f(x2) = k1 + k2, · · · , f(xn−1) =

n−1∑
i=1

ki.

在 [xi−1, xi]上用拉格朗日中值定理，存在 t1, t2, · · · , tn，使

ki = f(xi)− f(xi−1) = f ′(ti)(xi − xi−1), (i = 1, 2, · · · , n).

n个泰勒展开式：

1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · ·+ o(xn),

1

1 + x
= 1− x+ x2 + · · ·+ o(xn),

ln(1 + x) = x− 1

2
x2 +

1

3
x3 + · · ·+ o(xn),

arctanx = x− x3

3
+
x5

5
+ · · ·+ (−1)m

x2m+1

2m+ 1
+ o(x2m+1),

tanx = x+
1

3
x3 + o(x3),

arcsinx = x+
x3

3!
+ o(x3),

(1 + x)m = 1 +mx+
m(m− 1)

2
x2 + · · ·+ m(m− 1) · · · (m− n+ 1)

n
xn + o(xn) .

2　

lim
x→0

sinx− x

x3
=
x− x3

3! + o(x3)− x

x3
= − 1

3!
.

lim
x→0

sin(sinx)− sinx

x3
= lim
x→0

sinx− (sin x)3

3! + o(x3)−
(
x− x3

3! + o(x3)
)

x3

= lim
x→0

(
x− x3

3! + o(x3)
)
− 1

3 !
(
x− x3

3! + o(x3)
)3

−
(
x− x3

3! + o(x3)
)

x3

= lim
x→0

− 1

3!
·
(x− x3

3! )
3

x3
= − 1

3!
.

3　

lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x

3
√
1 + x− 3

√
1− x

=
(1 + 1

2x+ o(x))− (1− 1
2x+ o(x))

(1 + 1
3x+ o(x))− (1− 1

3x+ o(x))
=

3

2
.

又 ∃ξ1, ξ2 ∈ (−x, x)，∋
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14.1 凸函数判别法

lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x

3
√
1 + x− 3

√
1− x

=

1
2(1+ξ1)1/2

· 2x
1

3(1+ξ2)2/3
· 2x

=
3

2
.

= lim
x→0

2x

( 3
√
1 + x− 3

√
1− x)(

√
1 + x−

√
1− x)

= 1,

则

1

3
= lim
x→0

3
√
1 + x− 1

x
+ lim
x→0

3
√
1− x− 1

−x
= [(1 + x)1/3]′x=0 + [(1− x)1/3]′x=0.

令m =
√
1 + x，n =

√
1− x，则 x→ 0 ⇐⇒ (m,n) → (1, 1)。

I = lim
m,n→1

m2 − n2

m3 − n3
= lim
m,n→1

m+ n

m2 +mn+ n2
=

2

3
.

4　 f(x)二阶可导，f ′′(x) ≤ 0，则对任意两点 x1, x2，有

f

(
x1 + x2

2

)
≥ 1

2
[f(x1) + f(x2)].

证明 ∀x, x0 ∈ (a, b)，有：

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + f ′′(ξ)(x− x0)
2 ≤ f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

取 x = x1, x2，x0 =
x1 + x2

2
，可得：

f(x1) ≤ f

(
x1 + x2

2

)
+ f ′

(
x1 + x2

2

)(
x1 − x2

2

)
,

f(x2) ≤ f

(
x1 + x2

2

)
+ f ′

(
x1 + x2

2

)(
x2 − x1

2

)
.

相加可得：

f(x1) + f(x2) ≤ 2f

(
x1 + x2

2

)
. □

5　

lim
n→+∞

n2
(
arctan

π

n
− arctan

π

n+ 1

)

= lim
n→+∞

arctan π
n − arctan π

n+1
1
n2

.

令 x =
1

n
，

= lim
x→0

arctan(πx)− arctan πx
1+x

x2

= lim
x→0

πx− (πx)3

3 + o(x3)−
[
πx
1+x − 1

3

(
πx
1+x

)3
+ o(x3)

]
x2

= π.

另法：∃ξ ∈
(

π

n+ 1
,
π

n

)
，
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14.1 凸函数判别法

lim
n→+∞

n2 · 1

1 + ξ2

(
π

n
− π

n+ 1

)
= π · lim

n→+∞

n2

n(n+ 1)
· 1

1 + ξ2
= π.
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第十五章 第五次作业

1．设 I ⊂ R为区间，f : I → R，则：
f 为凸函数⇐⇒ ∀x1, x2 ∈ I，x1 < x2，

f(x) ≤ x2 − x

x2 − x1
f(x1) +

x− x1
x2 − x1

f(x2), ∀x1 ≤ x ≤ x2.

证明 令

g(x) =
x2 − x

x2 − x1
f(x1) +

x− x1
x2 − x1

f(x2).

则 g(x1) = f(x1)，g(x2) = f(x2)，且 g(x)是一次函数。

故

g(λx1 + (1− λ)x2) = λg(x1) + (1− λ)g(x2).

原命题证明 f(x) ≤ g(x)。

由于 f 是凸函数，故：∀x1, x2 ∈ I，λ ∈ [0, 1]有：

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2) = λg(x1) + (1− λ)g(x2) = g(λx1 + (1− λ)x2).

即 f(x) ≤ g(x)，∀x1, x2 ∈ I。□
2．设 I ⊂ R为区间，f : I → R。

f 为凸函数⇐⇒ ∀x1, x2, x3 ∈ I，x1 < x2 < x3，我们有

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ f(x3)− f(x2)

x3 − x2
.

证明

“=⇒”　由于 f 为凸函数，故取 x1, x2, x3 ∈ I，且 x1 < x2 < x3。

设

λ =
x3 − x2
x3 − x1

∈ (0, 1).

则：

f(x2) = f(λx1 + (1− λ)x3) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x3).

代入 λ可得：

f(x2) ≤
x3 − x2
x3 − x1

f(x1) +
x2 − x1
x3 − x1

f(x3),

⇐⇒ (x3 − x1)f(x2) ≤ (x3 − x2)f(x1) + (x2 − x1)f(x3),

⇐⇒ f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ f(x3)− f(x2)

x3 − x2
. □

“⇐=”



f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ f(x3)− f(x2)

x3 − x2
.

⇐⇒ (x3 − x2)[f(x2)− f(x1)] ≤ (x2 − x1)[f(x3)− f(x2)].

⇐⇒ f(x2) ≤
x3 − x2
x3 − x1

f(x1) +
x2 − x1
x3 − x1

f(x3).

设 λ =
x3 − x2
x3 − x1

，λ ∈ (0, 1)，则有

f(λx1 + (1− λ)x3) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x3).

由定义得此为凸函数。□
3．设 I ⊂ R为区间，f : I → R。设 λi > 0，i = 1, 2, · · · , n，

∑n
i=1 λi = 1，xi ∈ I，i = 1, 2, · · · , n。其中 n ≥ 2。

如果 f 为凸函数，则

f

(
n∑
i=1

λixi

)
≤

n∑
i=1

λif(xi).

证明 数学归纳法：

n = 2时，f(λ1x1 + λ2x2) ≤ λ1f(x1) + λ2f(x2)，由凸函数的定义可证得。

假设 n = k时成立，即有：

f

(
k∑
i=1

λixi

)
≤

k∑
i=1

λif(xi).

下面证 n = k + 1时成立：

即证明

f

(
k∑
i=1

λixi + λk+1xk+1

)
≤

k∑
i=1

λif(xi) + λk+1f(xk+1),

k+1∑
i=1

λi = 1.

记 Λ =
∑k
i=1 λi，即 Λ = 1− λk+1。

⇐⇒ f

(
Λ

(
k∑
i=1

λi
Λ
xi

)
+ λk+1xk+1

)
≤ Λ

k∑
i=1

λi
Λ
f(xi) + λk+1f(xk+1)

=

k∑
i=1

λif(xi) + λk+1f(xk+1).

（由 n = 2时情形可证明！）□
4．设 I ⊂ R为区间，f : I → R为凸函数，x0 为 I 的内点。如果 f(x0) = max f，则 f ≡ f(x0)。

证明 取 x1 < x0 < x2，x1, x2 ∈ I。

由于 f 为凸函数，故：

f(x0)− f(x1)

x0 − x1
≤ f(x2)− f(x0)

x2 − x0
.

由于 f(x0) = max f，故
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0 ≤ f(x0)− f(x1)

x0 − x1
≤ f(x2)− f(x0)

x2 − x0
≤ 0.

故

f(x0)− f(x1)

x0 − x1
=
f(x2)− f(x0)

x2 − x0
= 0 =⇒ f(x1) = f(x0) = f(x2).

由于 x1, x2 的任意性，故 f ≡ f(x0)。

5．设 −∞ ≤ a < b ≤ +∞，f : (a, b) → R为凸函数，[c, d] ⊂ I，则

（i）f 在 [c, d]上 Lipschitz连续；
（ii）f 连续。

证明 （i）由于 [c, d] ⊂ I，故 a < c < d < b。

取 x1 ∈ (a, c)，x2 ∈ (d, b)，x, y ∈ [c, d]且 x < y。

由于 f 是凸函数，故：

f(x)− f(x1)

x− x1
≤ f(y)− f(x)

y − x
≤ f(x2)− f(y)

x2 − y
.

取

L = max

{
f(x)− f(x1)

x− x1
,
f(x2)− f(y)

x2 − y

}
.

故

|f(y)− f(x)| ≤ L|y − x|.

故 f 在 [c, d]上 Lipschitz连续。□
（ii）设 x0 ∈ I，则 ∃ε > 0，∋ [x0 − ε, x0 + ε] ⊂ I。

故 f 在 [x0 − ε, x0 + ε] Lipschitz连续。
=⇒ f 在 [x0 − ε, x0 + ε]上连续。

=⇒ f 在 (x0 − ε, x0 + ε)上连续。

由于 x0 的任意性，故 f 连续。□
6．设 f : (a, b) → R为凸函数。设 x0, x1, x2 ∈ (a, b)，x1 < x2，则

（i）f ′−(x0)、f ′+(x0)存在，并且

f ′−(x0) = sup

{
f(x)− f(x0)

x− x0
; a < x < x0

}
. (1)

（i）f ′−(x0)、f ′+(x0)存在，并且

f ′−(x0) = sup

{
f(x)− f(x0)

x− x0
; a < x < x0

}
, (1)

f ′+(x0) = inf

{
f(x)− f(x0)

x− x0
; x0 < x < b

}
. (2)

（ii）f ′−(x0) ≤ f ′+(x0)。

（iii）f ′+(x1) ≤ f ′−(x2)。

证明 （i）设

g(x) =
f(x)− f(x0)

x− x0
, a < x < x0.
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由于 f 为凸函数，取 a < x < y < x0，有

f(x0)− f(y)

x0 − y
≥ f(y)− f(x)

y − x
.

下证：

f(x0)− f(y)

x0 − y
≥ f(x0)− f(x)

x0 − x
.

f(x0)− f(x)

x0 − x
=
f(x0)− f(y) + f(y)− f(x)

x0 − x

=
x0 − y

x0 − x

f(x0)− f(y)

x0 − y
+

y − x

x0 − x

f(y)− f(x)

y − x

≤ x0 − y

x0 − x

f(x0)− f(y)

x0 − y
+

y − x

x0 − x

f(x0)− f(y)

x0 − y
=
f(x0)− f(y)

x0 − y
.

故 g(y) ≥ g(x)，则 g单调增。

取 z ∈ (x0, b)，

则 g(y) ≤ g(z) ∈ R。
故 g单调增，有上界，由单调有界定理有

f ′−(x0) = lim
x→x−

0

g(x) = sup

{
f(x)− f(x0)

x− x0
; a < x < x0

}
.

（2）完全同理可证得！
（ii）由于 g单调增，

故

f ′−(x0) = f ′−(x0) ≤ f ′+(x0). □

（iii）取 x3 =
x1 + x2

2
。

故

f ′+(x1) = inf
x1<y<b

g ≤ g(x3) ≤ sup
a<x<x2

g = f ′−(x2). □

7．设 I ⊂ R为区间，f : I → R可导，则

f 为凸函数⇐⇒ f ′ 单调不减.

证明

“⇐=”　设 x1, x2, x3 ∈ I，x1 < x2 < x3。

故 ∃ξ ∈ (x1, x2)，η ∈ (x2, x3)，∋

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
= f ′(ξ),

f(x3)− f(x2)

x3 − x2
= f ′(η).

由于 f ′ 单调不减，故 f ′(ξ) ≤ f ′(η)。

故

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ f(x3)− f(x2)

x3 − x2
.
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故 f 为凸函数。

“=⇒”
设 x1, x2, x3 ∈ I，x1 < x2 < x3。

由于 f 是凸函数，故

f(x3)− f(x2)

x3 − x2
≥ f(x2)− f(x1)

x2 − x1
.

由于

f ′+(x1) = inf

{
f(x)− f(x1)

x− x1
; x1 < x < b

}
≤ f(x2)− f(x1)

x2 − x1
,

f ′−(x3) = sup

{
f(x)− f(x3)

x− x3
; a < x < x3

}
≥ f(x3)− f(x2)

x3 − x2
.

故

f ′(x1) = f ′+(x1) ≤ f ′(x2) ≤ f ′−(x3) = f ′(x3).

则 f ′ 单调不减。□
8．设 I ⊂ R为区间，f : I → R二阶可导，则
（i）f 为凸函数⇐⇒ f ′′ ≥ 0；

（ii）如果 f ′′ > 0，f 为严格凸函数。

证明 （i）
“⇐=”　由于 f ′′ ≥ 0，设 x1 < x2，则 ∃ξ ∈ (x1, x2)，

f ′(x2)− f ′(x1) = f ′′(ξ)(x2 − x1) ≥ 0.

故 f ′ 单调不减。

由 7题知 f 为凸函数。

“=⇒”　由于 f 是凸函数，

故由 7题 f ′ 单调不减。

设 x, x0 ∈ I，x > x0，

则

f ′(x)− f ′(x0)

x− x0
≥ 0.

故

lim
x→x0

f ′(x)− f ′(x0)

x− x0
= f ′′(x0) ≥ 0.

（ii）由于 f ′′ > 0，设 x1 < x2，则 ∃ξ ∈ (x1, x2)，

f ′(x2)− f ′(x1) = f ′′(ξ)(x2 − x1) > 0.

故 f ′ 严格单调增。

f 为严格凸函数。

故 f ′ 严格单调增，

f 为严格凸函数。
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9．证明：设 f(x) = x4，x ∈ R，则 f 为严格凸函数。

证明 由 Hölder不等式：

∑
aibi ≤

(∑
api

)1/p (∑
bqi

)1/q
,

1

p
+

1

q
= 1.

令

ai = p
1/s
i ari , bi = p

s−r
s

i ,
1

p
=
r

s
,

1

q
=
s− r

s
, 0 < r < s.

则不等式化为：

∑
pia

r
i ≤

[∑(
p
1/s
i ari

)s/r]r/s [∑(
p

s−r
s

i

) s
s−r

] s−r
s

.

即：

∑
pia

r
i ≤

[∑
pia

s
i

]r/s
.

即：

(∑
pia

r
i

)1/r
<
(∑

pia
s
i

)1/s
, 且

∑
pi = 1.

令 r = 1，s = 4，n = 2，有：

p1a1 + p2a2 < (p1a
4
1 + p2a

4
2)

1/4, p1 + p2 = 1.

令 p1 = λ，p2 = 1− λ，0 < λ < 1。

则有：

(λa1 + (1− λ)a2)
4 < λa41 + (1− λ)a42.

即

f(λa1 + (1− λ)a2) < λf(a1) + (1− λ)f(a2), ∀x1, x2 ∈ I.

故 f(x) = x4 是严格凸函数。□
例题 15.1设 f(x)在 [a, b]二阶可导，且 f ′(a)f ′(b) > 0，f(a) = f(b) = 0，则在 [a, b]内至少存在一点 ξ，∋

f ′′(ξ) = 0.

例题 15.2设 f(x)在 [a, b]连续，在 (a, b)可导，且 f(a) = f(b) = 1，证明存在 η, ξ ∈ (a, b)，使得

ea+b[f ′(η)− f ′(ξ)] = eη+ξ.

例题 15.3设 f(x)在 [0, 1]连续，在 (0, 1)可导，且 f(0) = 0，f(1) = 1，证明：

（1）存在 c ∈ (0, 1)，使得 f(c) = 1− c；

（2）存在两个不同点 ξ, η，使得 f ′(ξ)f ′(η) = 1。

f(c) + c− 1 = 0.

f(x) + x− 1 = 0有根。
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f(1)− f(0)

1
= f ′(ξ) .

f(d)− f(0) = f ′(ξ)(d− 0),

f(1)− f(d) = f ′(η)(1− d).

f(d) = f ′(ξ)d,

f(d)− 1 = f ′(η)(d− 1).

f ′(ξ) =
f(d)

d
,

f(d)− 1

d− 1
= f ′(η).

例题 15.4

lim
x→0

(
1− 1

2
x

)2/3

− 1

x ln(1 + x)

泰勒公式。

例题 15.5设 f(x)在 (−∞,+∞)三阶连续可导，且对任何 h，

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x+ θh), 0 < θ < 1,

θ与 h无关，则 f 是一次或二次函数。

证明 对 h求导，有：

f ′(x+ h) = f ′(x+ θh) + hf ′′(x+ θh) · θ.

f ′(x+ h)− f ′(x) + f ′(x)− f ′(x+ θh)

h
= θf ′′(x+ θh).

f ′′(x)− θf ′′(x) = θf ′′(x).

可得：

f ′′(x) = 2θf ′′(x).

①若 θ ̸= 1

2
，故 f ′′(x) = 0，为一次函数。

②若 θ =
1

2
，则

f ′(x+ h) = f ′
(
x+

1

2
h

)
+

1

2
hf ′′

(
x+

1

2
h

)
.
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同时对 h求导：

f ′′(x+ h) = f ′′
(
x+

1

2
h

)
· 1
2
+

1

2
f ′′
(
x+

1

2
h

)
+

1

4
hf ′′′

(
x+

1

2
h

)

= f ′′
(
x+

1

2
h

)
+

1

4
hf ′′′

(
x+

1

2
h

)
.

f ′′(x+ h)− f ′′(x) + f ′′(x)− f ′′(x+ 1
2h)

h
=

1

4
f ′′′
(
x+

1

2
h

)
.

h→ 0，

f ′′′(x)− 1

2
f ′′′(x) =

1

4
f ′′′(x).

故 f ′′′(x) = 0。

例题 15.6设 φ(x)在 [0,+∞)二次连续可导，若 limx→+∞ φ(x)存在，且 φ′′(x)在 [0,+∞)有界，

则

lim
x→+∞

φ′(x) = 0.

φ(x) = φ(x0) + φ′(x0)(x− x0) +
φ′′(ξ)

2
(x− x0)

2.

φ′(x0) =
φ(x)− φ(x0)

x− x0
− φ′′(ξ)(x− x0)

2
.

x0，x→ x0。

φ(x) = φ(x0) + φ′(x0)(x− x0) +
φ′′(ξ1)(x− x0)

2

2
.

例题 15.7 f(x)有连续的 n阶导数，在 x0 处有

f(x) = a0 + a1(x− x0) + an(x− x0)
n +Rn(x) ,

且满足

lim
x→x0

Rn(x)

(x− x0)n
= 0,

则必有

ak =
f (k)(x0)

k!
, (k = 0, 1, 2, · · · , n).
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2026 年数学 II 期末考试题目（回忆版）
整理者：双草酸酯

本试卷共 9 题 100 分，考试时长 150 分钟

1.（10 分）设 f : A→ B，g : B → R。若 f 在 x0 连续，且 g 在 y0 = f(x0) 连续。

证明：复合函数 g ◦ f 在 x0 连续。

2.（10 分）求极限
lim
x→1

m
√
x− 1

n
√
x− 1

.

3.（10 分）φ 为双射，ψ 为 φ 的反函数，设 x0 ∈ I，y0 = ψ(x0)。若 φ 在 x0 点的导数

φ′(x0) ̸= 0；ψ 在 y0 点连续。

证明： φ 在 y0 点可导，且

ψ′(y0) =
1

φ′(x0)
.

4.（10 分）设 f, g : [a, b] → R 连续，在 (a, b) 上可导，且 g′(x) ̸= 0，∀x ∈ (a, b)。

证明：存在 ξ ∈ (a, b)，使得
f ′(ξ)

g′(ξ)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

5.（15 分）设函数 f 满足在 [a,+∞) 上连续，在在 (a,+∞) 内可导。且 lim
x→+∞

f(x) = f(a)

证明：存在 ξ ∈ (a,+∞)，使得

f ′(ξ) = 0.

6.（10 分）设
f(x) = A0 + A1(x− x0) + · · ·+ An(x− x0)

n +Rn(x)

其中 Rn(x) 满足 lim
x→x0

Rn

(x− x0)n
= 0

证明：

Ai =
f (i)(x0)

i!
.

7.（10 分）证明：
1− x

1 + x
< e−2x, x ∈ (0, 1).

8.（15 分）已知：

lim
x→0

ln
[
1 +

f(x)

sin 2x

]
3x − 1

= 5, 求 lim
x→0

f(x)

x2
.
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9.（10 分）设 0 < α < 1，f(x) = xα，x ∈ [0,+∞)。

（1） 证明： −f 为凸函数。

（2） 设 h > 0，证明： g(x) = f(x+ h)− f(x) 为减函数。

（3） 设 (ai, bi)，i = 1, 2, 3, . . . , n，为 [0,+∞) 中的互不相交的开区间。已知

n∑
i=1

(bi − ai) ≤ 1,

证明：
n∑

i=1

|f(bi)− f(ai)| ≤ 1.
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