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Chapter 1

数列极限

1.1 有界/无界数列

定义1.1.1（有界数列）：任意数列{an},若∃M > 0,使得∀n,都有|an| ≤
M ,则称数列{an}为有界数列

定义1.1.2（无界数列）：任意数列{an},若∀M > 0,使得∃N ,都有|aN | >
M ,则称数列{an}为无界数列

例1：数列{xn} = (1 + 1
n)
n,求证{xn}有界

解：

(1 +
1

n
)n = 1 + n · 1

n
+
n(n− 1)

2!
· 1

n2
+ · · ·+ 1

nn

= 2 +
1

2!
(1− 1

n
) + · · ·+ 1

n!
(1− 1

n
)(1− 2

n
) . . . (1− n− 1

n
)

< 2 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!

< 2 +
1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2n
= 3

例2：求证dn = n · sinnπ2 无界

证明：取n = 2k + 1（k ∈ N ），则：

|d2k+1| =
∣∣∣∣(2k + 1) · sin (2k + 1)π

2

∣∣∣∣ = |2k + 1|

1
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若{dn}有界，则∃M > 0，∀n有|dn| ≤M ，但|2k+1| ≤M无法对所有k成

立，故{dn}无界。

例3：求证：{xn = 1 + 1
2 + · · ·+ 1

n}无界

证明：取n = 22N（N ∈ N ），则

xn = 1 +
1

2
+

(
1

3
+

1

4

)
+

(
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8

)
+ · · ·+

(
1

22N−1 + 1
+ · · ·+ 1

22N

)
> 1 +

1

2
+ 2 · 1

4
+ 4 · 1

8
+ · · ·+ 22N−1 · 1

22N
= N

不存在一个M，使得∀N,N < M

1.2 无穷小数列

定义1.2.1（无穷小数列）：若∀ε > 0，∃N，当n > N时，有|xn| < ε ，则

称{xn}为无穷小数列。

例1：设|a| > 1，证明{xn = 1
an}是无穷小数列

证明：∀ε > 0, ∃N =
[

1
ε(|a|−1)

]
+ 1,使得n>N时，有

| 1
an

| = 1

|a|n
=

1

(1 + |a| − 1)n
<

1

n(|a| − 1)
< ε

例2：若|a| > 1，证明xn =
n
an（n = 1, 2, · · · ）是无穷小数列

证明：∀n ≥ 2, N ∈ N

∣∣∣ n
an

∣∣∣ = n

rn
≤ n

n(n−1)
2 (r − 1)2

=
2

(n− 1)(r − 1)2

取N =
⌊

2
ε(r−1)2

⌋
+ 2，则n > N时：

2

(n− 1)(r − 1)2
< ε

引理1：设{xn}，{yn}是实数列，且∃N0，当n > N0时，|xn| ≤ |yn|。若{yn}是
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无穷小数列，则{xn}也是无穷小数列。

证明： ∀ε > 0，∃N1，当n > N1时，|yn| < ε 。

取N = max{N0, N1}，当n > N时，|xn| ≤ |yn| < ε ，故{xn}是无穷小数
列。

引理2：设{xn}，{yn}是有界数列，则{xnyn}，{xn ± yn}也是有界数列。

1.3 无穷小数列的性质

性质1:两个无穷小数列的和、差、乘积仍为无穷小数列。

性质2:无穷小数列是有界数列。

证明：取ε = 1，因{xn}是无穷小数列，∃N，当n > N时，|xn| < 1 。

令M = max{|x1|, |x2|, · · · , |xN |, 1}，则∀n，|xn| ≤M ，故{xn}有界。

性质3:无穷小数列与有界数列的乘积也是无穷小数列。

证明：对∀ε > 0，由{xn}是无穷小数列，∃N1，当n > N1时，|xn| < ε
M

且有|yn| ≤M，∀n 。此时，当n > N1时：

|xnyn| ≤ |xn| · |yn| <
ε

M
·M = ε

故{xnyn}是无穷小数列。

性质4:若{xn}是无穷小数列，则{|xn|}也是无穷小数列。

例1：设b > 1，k是给定的自然数，证明xn =
nk

bn是无穷小数列

证明：令a = b
1
k > 1，则bn = (ak)n = akn，于是：

xn =
nk

bn
=
( n
an

)k
例2：设c > 0，证明yn =

cn

n!是无穷小数列

证明：取正整数m，使m > c，则当n > m时：

cn

n!
=
cm

m!
· c

m+ 1
· c

m+ 2
· · · · · c

n
<
cm

m!
·
( c
m

)n−m
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因0 < c
m < 1，

{(
c
m

)n−m}
是无穷小数列， cm

m!是常数，故
{
cn

n!

}
是无穷小数

列。

例3：设{xn}是无穷小数列，证明zn = x1+x2+···+xn
n 是无穷小数列

证明：对∀ε > 0，由{xn}是无穷小数列，∃m ∈ N，当n > m时，|xn| < ε
2

。

将zn拆分为两部分：

zn =
x1 + x2 + · · ·+ xm + xm+1 + · · ·+ xn

n
=
x1 + · · ·+ xm

n
+
xm+1 + · · ·+ xn

n

第一部分：因x1, · · · , xm是有限项，∃p ∈ N，当n > p时，
∣∣x1+···+xm

n

∣∣ < ε
2

第二部分：当n > m时，

∣∣∣∣xm+1 + · · ·+ xn
n

∣∣∣∣ ≤ |xm+1|+ · · ·+ |xn|
n

<
(n−m) · ε2

n
<
ε

2

取N = max{m, p}，当n > N时，两部分均小于ε
2，故：

|zn| ≤
∣∣∣∣x1 + · · ·+ xm

n

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣xm+1 + · · ·+ xn
n

∣∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε

即{zn}是无穷小数列。

例4：设{xn}是无穷小数列，且xn > 0，令yn = n
√
x1x2 · · · xn，证明{yn}是

无穷小数列

证明：此题将yn取对数即可同上题得证。

例5：证明xn =
(
1
n!

) 1
n是无穷小数列

证明：因n! = 1 · 2 · 3 · · · · · n，当n ≥ 2时：

若n为奇数，n! ≥ n
n
2（中间项及之后大于等于

√
n ，乘积后下界为n

n
2 ）；

若n为偶数，n! ≥ n
n
2（同理，成对相乘后下界为n

n
2 ）。
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故对n ≥ 2，n! ≥ n
n
2，即：

(
1

n!

) 1
n

≤
(

1

n
n
2

) 1
n

=
1√
n

对∀ε > 0，取N =
⌊

1
ε2

⌋
+ 1，当n > N时， 1√

n
< ε ，故：

∣∣∣∣∣
(

1

n!

) 1
n

∣∣∣∣∣ ≤ 1√
n
< ε

即{xn}是无穷小数列。

1.4 收敛数列

定义1.4.1（收敛数列）：若数列{xn}收敛于常数a，则∀ε > 0，∃N，当n >
N时，|xn − a| < ε 。

定理1.4.1（夹逼定理）：设{xn}，{yn}，{zn}是实数列，满足xn ≤ yn ≤
zn（n充分大时），且limn→∞ xn = limn→∞ zn = a，则limn→∞ yn = a 。

证明：对∀ε > 0，由limn→∞ xn = a，∃N1，当n > N1时，|xn − a| < ε，

即a− ε < xn < a+ ε 。

由limn→∞ zn = a，∃N2，当n > N2时，|zn− a| < ε，即a− ε < zn < a+ ε

。

取N = max{N1, N2}，当n > N时，a − ε < xn ≤ yn ≤ zn < a + ε，

即|yn − a| < ε

故limn→∞ yn = a 。

定理1.4.2：设{xn}是实数列，a为实数，则以下陈述等价：

1. {xn}以a为极限；

2. {xn − a}是无穷小数列；
3. 存在无穷小数列{un}，使得xn = a+ un。

证明：
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1.→2.用定义

2.→3.令un = xn − a，则{un}是无穷小数列，且xn = a+ un

3.→1.设xn = a+un，{un}是无穷小数列，即∀ε > 0，∃N，当n > N时，

|un| < ε 。

例1：已知a > 1，求证limn→∞
n
√
a = 1

证明：令an = n
√
a− 1，则an > 0，且a = (1 + an)

n 。

由二项式定理，(1 + an)
n ≥ 1 + nan，故：

a ≥ 1 + nan =⇒ an ≤
a− 1

n

对∀ε > 0，取N =
⌊
a−1
ε

⌋
+ 1，当n > N时：

| n
√
a− 1| = an ≤

a− 1

n
<
a− 1

N
≤ ε

故limn→∞
n
√
a = 1 。

例2：求证limn→∞ n
1
n = 1

证明：令xn = n
1
n − 1，则xn ≥ 0，且n = (1 + xn)

n 。

由二项式定理，当n ≥ 2时：

(1 + xn)
n ≥

(
n

2

)
x2n =

n(n− 1)

2
x2n

故：

n ≥ n(n− 1)

2
x2n =⇒ x2n ≤

2

n− 1
=⇒ xn ≤

√
2

n− 1

对∀ε > 0，取N =
⌊

2
ε2

⌋
+ 2，当n > N时：

|n
1
n − 1| = xn ≤

√
2

n− 1
< ε

故limn→∞ n
1
n = 1 。
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例3：求证limn→∞(
√
n2 + n− n) = 1

2

证明： ∀ε > 0,∃N =
[
1
ε

]
+ 1,当n > N时，有

|
√
n2 + n− n− 1

2
| = |

√
n√

n+ 1 +
√
n
− 1

2
| =

√
n+ 1−

√
n

2(
√
n+ 1 +

√
n)

=
1

2(
√
n+ 1 +

√
n)2

<
1

2(2
√
n)2

=
1

8n
<

1

n
< ε

例4：已知limn→∞ xn = a，求证limn→∞
x1+x2+···+xn

n = a

证明：令yn = xn − a，则{yn}是无穷小数列，故：

lim
n→∞

x1 + · · ·+ xn
n

= lim
n→∞

(
a+

y1 + · · ·+ yn
n

)
= a+ 0 = a

定理1.4.3（有界性）：收敛数列一定有界

证明：设limn→∞ xn = a，取ε = 1，由极限定义，∃N，当n > N时，|xn−

a| < 1 。

此时，|xn| = |(xn − a) + a| ≤ |xn − a|+ |a| < 1 + |a| 。

令M = max{|x1|, |x2|, · · · , |xN |, 1 + |a|}，则∀n，|xn| ≤ M ，故{xn}有
界。

定理1.4.4（极限的四则运算）：设limn→∞ xn = a，limn→∞ yn = b，则：

1. limn→∞ |xn| = |a|

2. limn→∞(xn ± yn) = a± b

3. limn→∞(xnyn) = ab

4. limn→∞
1
yn

= 1
b（b ̸= 0 ）

证明：

1.由三角不等式，||xn|− |a|| ≤ |xn−a|。因limn→∞ xn = a，∀ε > 0，∃N，

当n > N时，|xn − a| < ε ，故||xn| − |a|| < ε ，即limn→∞ |xn| = |a| 。

2.∀ε > 0，由limn→∞ xn = a，∃N1，当n > N1时，|xn − a| < ε
2 ；
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由limn→∞ yn = b，∃N2，当n > N2时，|yn − b| < ε
2 。

取N = max{N1, N2}，当n > N时：

|(xn + yn)− (a+ b)| ≤ |xn − a|+ |yn − b| < ε

2
+
ε

2
= ε

故limn→∞(xn + yn) = a+ b 。

3.由收敛数列有界性，{yn}有界，即∃M > 0，|yn| ≤M（∀n ）。

|xnyn − ab| = |xnyn − ayn + ayn − ab| ≤ |yn| · |xn − a|+ |a| · |yn − b| 。

对∀ε > 0，取N使n > N时|xn − a| < ε
2M（若M = 0，则yn → 0，单独讨

论）且|yn − b| < ε
2|a|（a ̸= 0时，a = 0时类似），则：

|xnyn − ab| < M · ε

2M
+ |a| · ε

2|a|
= ε

故limn→∞(xnyn) = ab 。

4. 由limn→∞ yn = b ̸= 0，取ε = |b|
2，∃N1，当n > N1时，|yn − b| < |b|

2 ，

故|yn| > |b|
2 。

对∀ε > 0，取N2，当n > N2时，|yn − b| < |b|2
2 ε 。

取N = max{N1, N2}，当n > N时：

∣∣∣∣ 1yn − 1

b

∣∣∣∣ = |yn − b|
|yn| · |b|

<
|b|2
2 ε

|b|
2 · |b|

= ε

即limn→∞
1
yn

= 1
b 。

例5：求证：当b > 1时, limn→∞ b
1
n，则当0 < b < 1时，limn→∞ b

1
n = 1

证明：

lim
n→∞

b
1
n = lim

n→∞

1(
1
b

) 1
n

=
1

limn→∞
(
1
b

) 1
n

=
1

1
= 1

重要结论（幂根极限结论）limn→∞ c
1
n = 1（c > 0）
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例6：limn→∞
n

√
c+ 1

n（c > 0 ）

证明：

c
1
n ≤

(
c+

1

n

) 1
n

≤ (c+ 1)
1
n

已知limn→∞ c
1
n = 1（c > 0 ，），limn→∞(c+ 1)

1
n = 1 ，由夹逼定理：

lim
n→∞

n

√
c+

1

n
= 1

例7：设数列{an}满足an > 0（n = 1, 2, · · ·），且 lim
n→∞

an = A，

求证： lim
n→∞

n
√
a1a2 · · · an = A

证明：

1. 当A ̸= 0时：

由基本不等式得：

n
1
a1
+ 1

a2
+ · · ·+ 1

an

≤ n
√
a1a2 · · · an ≤

a1 + a2 + · · ·+ an
n

记xn = n
1
a1

+ 1
a2

+···+ 1
an

，yn = n
√
a1a2 · · · an，zn = a1+a2+···+an

n ，即xn ≤ yn ≤

zn。

已知结论：若 lim
n→∞

bn = A，则 lim
n→∞

b1+b2+···+bn
n = A。

对于xn，令bn =
1
an
，则 lim

n→∞
bn =

1
A，根据上述结论：

lim
n→∞

1
a1
+ 1

a2
+ · · ·+ 1

an

n
=

1

A

所以 lim
n→∞

xn = lim
n→∞

n
1
a1

+ 1
a2

+···+ 1
an

= A。

对于zn，令bn = an，根据上述结论：

lim
n→∞

zn = lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

= A
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由夹逼准则， lim
n→∞

yn = A，即 lim
n→∞

n
√
a1a2 · · · an = A。

2. 当A = 0时：

有0 < n
√
a1a2 · · · an < a1+a2+···+an

n 。因为 lim
n→∞

a1+a2+···+an
n = 0，由夹逼准则

可得：

lim
n→∞

n
√
a1a2 · · · an = 0 = A

例8：已知limn→∞ an = a，limn→∞ bn = b，求证limn→∞ anbn = ab

证明：令an = a+ αn，bn = b+ βn，其中{αn}，{βn}是无穷小数列。

则：

anbn = (a+ αn)(b+ βn) = ab+ aβn + bαn + αnβn

由无穷小数列性质可得{anbn−ab}是无穷小数列，即limn→∞ anbn = ab。

例9：已知limn→∞ an = a，limn→∞ bn = b，定义cn = a1bn+a2bn−1+···+anb1
n ，

求证limn→∞ cn = ab

证明：令an = a+ αn，bn = b+ βn（{αn}，{βn}是无穷小数列），则：

cn =
1

n

n∑
k=1

akbn−k+1 =
1

n

n∑
k=1

(a+ αk)(b+ βn−k+1)

展开得：

cn = ab+
b

n

n∑
k=1

αk +
a

n

n∑
k=1

βn−k+1 +
1

n

n∑
k=1

αkβn−k+1

由上例可得， 1
n

∑n
k=1 αk → 0， 1

n

∑n
k=1 βn−k+1 → 0。

又{αn}有界，设|αn| ≤M，则：∣∣∣∣∣1n
n∑
k=1

αkβn−k+1

∣∣∣∣∣ ≤ M

n

n∑
k=1

|βn−k+1| → 0
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故limn→∞ cn = ab+ 0 + 0 + 0 = ab 。

例10：设limn→∞ an = a，求证limn→∞
a1+2a2+···+nan

n2 = a
2

证明：令an = a+ αn（{αn}是无穷小数列），则：

a1 + 2a2 + · · ·+ nan
n2

=
a(1 + 2 + · · ·+ n) + (1 · α1 + 2 · α2 + · · ·+ n · αn)

n2

因1 + 2 + · · ·+ n = n(n+1)
2 ，故：

a · n(n+1)
2

n2
=
a

2
· n+ 1

n
→ a

2
(n→ ∞)

再分析第二部分：由有界性，|αn| ≤M，则：

∣∣∣∣1 · α1 + · · ·+ n · αn
n2

∣∣∣∣ ≤ M(1 + 2 + · · ·+ n)

n2
=
M · n(n+1)

2

n2
→ 0

故limn→∞
a1+2a2+···+nan

n2 = a
2 。

定理1.4.5：若limn→∞ an = a，limn→∞ bn = b，且a < b，则∃N，当n >

N时，有an < bn 。

证明：取ε = b−a
2 > 0，由极限定义：

∃N1，当n > N1时，|an − a| < ε，即a− ε < an < a+ ε ；

∃N2，当n > N2时，|bn − b| < ε，即b− ε < bn < b+ ε 。

取N = max{N1, N2}，当n > N时：

an < a+ ε = a+
b− a

2
=
a+ b

2
, bn > b− ε =

a+ b

2

故an < bn 。

逆否命题：若{an}，{bn}都收敛，且an ≤ bn，则limn→∞ an ≤ limn→∞ bn

例11：比较kn，nk，n!（k ≥ 2，n充分大时）的大小
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解：

lim
n→∞

kn

n!
= 0, lim

n→∞

nk

kn
= 0

定理1.4.6（单调有界原理）：若数列{xn}单调递增且有上界（或单调递

减且有下界），则{xn}收敛。

证明：设{xn}单调递增有上界，由确界原理，sup{xn} = a存在。

对∀ε > 0，因a− ε不是上界，∃N，当n > N时，xn > a− ε 。

又{xn}单调递增且xn ≤ a，故a − ε < xn ≤ a < a + ε ，即|xn − a| < ε ，

故limn→∞ xn = a 。

例12：求limn→∞
an

n!（a > 0 ）

解：令xn =
an

n!，则xn+1 =
an+1

(n+1)! =
a

n+1 · xn 。

当n充分大时（n+1 > a），xn+1 < xn，即{xn}从某一项开始单调递减。

又xn > 0（有下界），由单调有界准则，{xn}收敛。

设limn→∞ xn = A，对xn+1 =
a

n+1 · xn取极限：

A = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

a

n+ 1
· xn = 0 · A = 0

故limn→∞
an

n! = 0 。

例13：设x1 =
√
2，xn+1 =

√
2 + xn，证明{xn}收敛并求极限

证明：单调性：用数学归纳法证{xn}单调递增。

(1)x2 =
√

2 +
√
2 >

√
2 = x1 。

(2)假设xk > xk−1，则xk+1 =
√
2 + xk >

√
2 + xk−1 = xk ，故{xn}单调

递增。

有界性：用数学归纳法证{xn}有上界2 。

(1)基例：x1 =
√
2 < 2 。

(2)假设xk < 2，则xk+1 =
√
2 + xk <

√
2 + 2 = 2 ，故{xn}有上界2 。
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由单调有界准则，{xn}收敛，设极限为A 。

对xn+1 =
√
2 + xn取极限：

A =
√
2 + A =⇒ A2 − A− 2 = 0 =⇒ (A− 2)(A+ 1) = 0

因xn > 0，故A = 2（舍去负根），即limn→∞ xn = 2 。

例14：分析xn =
(
1 + 1

n

)n
的收敛性

证明：单调性：展开
(
1 + 1

n

)n
和
(
1 + 1

n+1

)n+1
，用二项式定理比较：

(
1 +

1

n

)n
=

n∑
k=0

(
n

k

)(
1

n

)k
= 1+1+

1

2!

(
1− 1

n

)
+· · ·+ 1

n!

(
1− 1

n

)
· · ·
(
1− n− 1

n

)

(
1 +

1

n+ 1

)n+1

=
n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)(
1

n+ 1

)k
逐项比较系数，可证

(
1 + 1

n

)n
<
(
1 + 1

n+1

)n+1
，即{xn}单调递增。

有界性：由前例，
(
1 + 1

n

)n
< 3。

由单调有界准则，{xn}收敛，极限为e（自然常数）。

例15：求极限limn→∞
(
1− 1

n

)n
和limn→∞

(
n3−1
n3−2

)4n3
解：对于limn→∞

(
1− 1

n

)n
：令m = −n，则n→ ∞时m→ −∞，

lim
n→∞

(
1− 1

n

)n
= lim

m→−∞

(
1 +

1

m

)−m
=

1

limm→−∞
(
1 + 1

m

)m =
1

e

对于limn→∞

(
n3−1
n3−2

)4n3
：

(
1 +

1

n3 − 2

)4n3

=

[(
1 +

1

n3 − 2

)n3−2
] 4n3

n3−2

→ e4
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例16：设a > 0，x1 > 0，xn+1 =
1
2

(
xn +

a
xn

)
（n = 1, 2, · · · ），证明：

limn→∞ xn =
√
a

证明：由单调有界准则可得，请自行证明

1.5 闭集套原理

定理1.5.1（闭集套原理）：若有一列闭区间{[an, bn]}满足：

1. [an, bn] ⊃ [an+1, bn+1]（∀n ∈ N，区间嵌套）；

2. limn→∞(bn − an) = 0（区间长度趋于0 ）。

则存在唯一的c，使得c属于所有闭区间，即c ∈
⋂∞
n=1[an, bn]，且limn→∞ an =

limn→∞ bn = c 。

定理1.5.2（推广：数列形式的闭集套）：若数列{an}，{bn}满足：

1. an+1 ≤ an ≤ bn ≤ bn+1（∀n ≥ 1，数列嵌套）；

2. limn→∞(bn − an) = 0（区间长度趋于0 ）。

则：(i) 数列{an}与{bn}收敛于相同极限c；

(ii) c是满足条件的唯一实数。

证明： (i) 由an+1 ≤ an ≤ bn ≤ bn+1，{an}单调递减有上界（上界为b1 ），

{bn}单调递增有下界（下界为a1 ）。

由单调有界准则，{an}，{bn}都收敛，设limn→∞ an = c′，limn→∞ bn = c′′

。

由limn→∞(bn − an) = 0，得c′′ − c′ = 0，即c′ = c′′ = c 。

(ii) 因c = sup{an} = inf{bn}，故an ≤ c ≤ bn（∀n ）。

若存在c′也满足an ≤ c′ ≤ bn（∀n ），令n → ∞，由极限保不等式性，

c ≤ c′ ≤ c，故c′ = c，唯一性得证。

注意：开区间套不保证收敛性，若将闭区间换成开区间，可能不存在公
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共点c，或虽有limn→∞ an = limn→∞ bn = c，但c不属于任何开区间(an, bn) 。

1.6 柯西收敛原理

定义1.6.1（子列）：设{nk}是严格递增的自然数列（n1 < n2 < · · · <

nk < · · · ），则数列{xnk}称为{xn}的子列。

定理1.6.1：若{xn}收敛于a，则它的任何子列{xnk}也收敛于a 。

证明：因limn→∞ xn = a，∀ε > 0，∃N，当n > N时，|xn − a| < ε 。

取K = N，当k > K时，nk > nK ≥ N（因{nk}严格递增），故|xnk −a| <

ε

因此，limk→∞ xnk = a 。

定义1.6.2（柯西数列）：若数列{xn}满足：对∀ε > 0，∃N，使得当m,n >

N时，都有|xm − xn| < ε，则称{xn}为柯西数列（或基本数列）。

引理1：柯西数列有界

证明：取ε = 1，由柯西数列定义，∃N，当m,n > N时，|xm−xn| < 1。

固定m = N + 1，则对∀n > N，有|xn − xN+1| < 1，即：

|xn| ≤ |xn − xN+1|+ |xN+1| < 1 + |xN+1|

令M = max{|x1|, |x2|, · · · , |xN |, 1 + |xN+1|}，则对∀n，|xn| ≤M 。

故柯西数列{xn}有界。

定理1.6.2：数列收敛 ⇐⇒ 是柯西数列

证明： (⇒) 收敛数列是柯西数列 设limn→∞ xn = a，则对∀ε > 0，∃N，

当n > N时，|xn − a| < ε
2 ，当m,n > N时：

|xm − xn| = |(xm − a)− (xn − a)| ≤ |xm − a|+ |xn − a| < ε

2
+
ε

2
= ε
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故{xn}是柯西数列。

(⇐) 柯西数列收敛设{xn}是柯西数列，需证其收敛。

步骤1：构造子列并证明子列收敛：

因{xn}是柯西数列，取εk = 1
k（k ∈ N∗ ），可构造子列{xnk}满足：对εk，

∃Nk，当m,n > Nk时，|xm − xn| < 1
k 。

取n1 > N1，nk+1 > max{Nk+1, nk}，则子列{xnk}满足：

|xnk+1
− xnk| <

1

k

可证{xnk}收敛，设limk→∞ xnk = a 。

步骤2：证明原数列收敛于a

对∀ε > 0，由{xn}是柯西数列，∃N1，当m,n > N1时，|xm − xn| < ε
2 。

又limk→∞ xnk = a，∃K，当k > K时，|xnk − a| < ε
2 。

取N = max{N1, nK}，当n > N时，存在k > K使得nk > N（因{nk}严格

递增），故：

|xn − a| ≤ |xn − xnk|+ |xnk − a| < ε

2
+
ε

2
= ε

因此，limn→∞ xn = a，即柯西数列收敛。

等价表述：对∀ε > 0，∃N，使得对任意的n > N和p ∈ N∗，都有|xn+p −
xn| < ε

例1：设xn = 1 + 1
22 +

1
32 + · · ·+ 1

n2，证明{xn}收敛

证明：对∀n > 0，p ∈ N∗，计算|xn+p − xn|：

|xn+p − xn| =
1

(n+ 1)2
+

1

(n+ 2)2
+ · · ·+ 1

(n+ p)2

1

(k + 1)2
<

1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1
(k ≥ n)
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|xn+p − xn| <
(
1

n
− 1

n+ 1

)
+ · · ·+

(
1

n+ p− 1
− 1

n+ p

)
=

1

n
− 1

n+ p
<

1

n

对∀ε > 0，取N =
⌊
1
ε

⌋
+ 1，当n > N时， 1

n < ε ，故：

|xn+p − xn| < ε

由柯西收敛原理，{xn}收敛。
例2：设xn =

∑n
k=1

1
k，证明{xn}无界

证明：取ε = 1
2，对任意N，取m = N + 1，n = 2N + 1（或p = N ），

则：

|xn−xm| =
1

m+ 1
+

1

m+ 2
+· · ·+1

n
>

1

2N + 1
+

1

2N + 1
+· · ·+ 1

2N + 1
(共N项)

|xn − xm| > N · 1

2N
=

1

2
= ε

这表明{xn}不满足柯西数列的定义，故{xn}发散（调和级数发散）。
例3：证明xn = (−1)n发散

证明：取ε = 1，对任意N，取m = N + 1（偶数），n = N + 2（奇数），

则：

|xm − xn| = |(−1)N+1 − (−1)N+2| = | − 1− 1| = 2 > 1

由柯西收敛原理，{xn}不满足柯西条件，故{xn}发散。

1.7 无穷大

定义1.7.1（无穷大）：若对∀M > 0，∃N，当n > N时，|xn| > M，则

称{xn}发散到无穷大，记为limn→∞ xn = ∞（或+∞，−∞，依符号定）。
约定：若上确界不存在（无上界），记sup{xn} = +∞；下确界不存在

（无下界），记inf{xn} = −∞ 。

定理1.7.1（确界与数列极限）：单调数列必具有（无穷或有穷）极限，
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即：

1.若{xn}单调递增，则limn→∞ xn = sup{xn}；
2.若{xn}单调递减，则limn→∞ xn = inf{xn}。
定理1.7.2：设xn ̸= 0（∀n ），则{xn}是无穷大数列 ⇐⇒

{
1
xn

}
是无穷小

数列。

证明：（⇒）若{xn}是无穷大数列，对∀ε > 0，取M = 1
ε，则∃N，当n >

N时，|xn| > M = 1
ε ，即

∣∣∣ 1xn ∣∣∣ < ε ，故
{

1
xn

}
是无穷小数列。

（⇐）若
{

1
xn

}
是无穷小数列，对∀M > 0，取ε = 1

M，则∃N，当n > N时，∣∣∣ 1xn ∣∣∣ < ε = 1
M ，即|xn| > M ，故{xn}是无穷大数列。

定理1.7.3：有界数列必有收敛子列

证明：设{xn}有界，即a ≤ xn ≤ b（∀n ），记[a1, b1] = [a, b] 。

将[a1, b1]二等分，得[a1,
a1+b1

2 ]和[a1+b12 , b1]，至少有一个子区间含{xn}的无

穷多项，记为[a2, b2] 。

重复此过程，得区间套{[ak, bk]}，满足：

1. [ak, bk] ⊃ [ak+1, bk+1]；

2. bk − ak =
b−a
2k−1 → 0；

3. 每个[ak, bk]含{xn}的无穷多项。

在[a1, b1]中取xn1，在[a2, b2]中取xn2（n2 > n1），依此类推，得子列{xnk}，

满足ak ≤ xnk ≤ bk 。

由闭区间套定理，limk→∞ ak = limk→∞ bk = c，故limk→∞ xnk = c（夹逼

准则）。
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函数极限及其连续性

2.1 函数极限

定义2.1.1（函数极限定义1）：设函数f(x)在x0的某去心邻域内有定义，

若对于满足条件xn → x0, (n→ +∞)，且xn在x0该去心领域内的任意数列，有

相应的函数值数列，都以常数A为极限，则称f(x)当x → x0（或x → ∞ ）时

以A为极限，记为：

lim
x→x0

f(x) = A 或 lim
x→∞

f(x) = A

（注：A可以是有限数、+∞或−∞，需匹配邻域类型。
例1：证明limx→a sin x = sin a

证明：设limx→a xn = a,则∀ε > 0, ∃N,当n > N时，有|xn − a| < ε

| sinxn − sin a| = 2

∣∣∣∣cos xn + a

2

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣sin xn − a

2

∣∣∣∣ ≤ 2 · 1 ·
∣∣∣∣xn − a

2

∣∣∣∣ = |xn − a| < ε

由函数极限定义，limx→a sin x = sin a 。

重要不等式：cos x < sinx
x < 1，sinx < x < tan x（x ∈ (0, π2 ) ）

定理2.1.1（极限唯一性）：若limx→x0 f(x) = A且limx→x0 f(x) = B，则A =

B

定理2.1.2（夹逼定理）：若在x0的某去心邻域内，有g(x) ≤ f(x) ≤ h(x)，

19
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且limx→x0 g(x) = limx→x0 h(x) = A，则limx→x0 f(x) = A 。

定理2.1.3（四则运算）：若limx→x0 f(x) = A，limx→x0 g(x) = B，则：

1. limx→x0[f(x)± g(x)] = A±B；

2. limx→x0[f(x) · g(x)] = A ·B；

3. 若B ̸= 0，limx→x0
f(x)
g(x) =

A
B 。

例1：求limn→∞
n
√
n!
n

解：方法一：由斯特林公式得：limn→∞
n/e
n = 1

e

方法二：取对数得ln
n
√
n!
n = 1

n

∑n
k=1 ln k − lnn = 1

n

∑n
k=1 ln

k
n 。

这是黎曼和，对应积分
∫ 1

0 ln x dx = [x ln x− x]10 = −1。

故limn→∞ ln
n
√
n!
n = −1，

lim
n→∞

n
√
n!

n
= e−1 =

1

e

方法三：若正序列{an}有极限a，则序列
{

n
√
a1a2 · · · an

}
也必有同一极限。

将此命题用于序列a1,
a2
a1
, a3a2 , · · · ,

an+1

an
, · · ·，则得到：

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

an+1

an

用上述结论求：limn→∞
n
√
n!
n

令an =
n!
nn，则：

lim
n→∞

(n+1)!
(n+1)n+1

n!
nn

= lim
n→∞

1(
1 + 1

n

)n =
1

e

斯特林公式：n! ∼
√
2πn

(
n
e

)n
（n→ ∞ ），（用于近似阶乘）。

定理2.1.4（复合函数极限）：设f(x)在b的某去心邻域内有定义，limy→b f(y) =

c；g(x)在a的某去心邻域内有定义，limx→a g(x) = b，且g(x) ̸= b（在a的去心
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邻域内），则limx→a f(g(x)) = c 。

证明：

例2：求limx→0

√
1+x−1
x

解：令y =
√
1 + x，则x = y2 − 1，当x→ 0时y → 1 。原式变为：

lim
y→1

y − 1

y2 − 1
= lim

y→1

y − 1

(y − 1)(y + 1)
= lim

y→1

1

y + 1
=

1

2

例3：求limx→0
sin(sinx)

sinx

解：令t = sinx，当x→ 0时t→ 0 。原式变为：

lim
t→0

sin t

t
= 1

定义2.1.2（函数极限定义2）设函数f(x)在x0的某去心邻域内有定义，若

对∀ε > 0，∃δ > 0，使得当0 < |x − x0| < δ时，有|f(x) − A| < ε，则

称f(x)当x→ x0（或x→ ∞ ）时以A为极限，记为：

lim
x→x0

f(x) = A 或 lim
x→∞

f(x) = A

定理2.1.5：设函数 f(x)在 x0的某去心邻域 Ů(x0)内有定义，则 limx→x0 f(x) =

A 的充要条件是：对任意满足 xn → x0（xn ̸= x0 ）的数列 {xn} ⊂ Ů(x0)，都

有 limn→∞ f(xn) = A。

即：函数 f(x) 在 x0 的某去心邻域 Ů(x0) 内有定义，则关于函数极限的

两个定义等价。

证明：定义2 =⇒ 定义1

若 limx→x0 f(x) = A，则对 ∀ε > 0，∃δ > 0，当 0 < |x − x0| < δ 时，

|f(x)− A| < ε。

对任意 xn → x0（xn ̸= x0 ），由数列极限定义，∃N，当 n > N 时，
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0 < |xn − x0| < δ。

因此，当 n > N 时，|f(xn)− A| < ε，即 limn→∞ f(xn) = A。

定义1 =⇒ 定义2

假设满足定义2，但不满足定义1，则存在 ε0 > 0，对任意 δ > 0，存在

x′ ∈ Ů(x0, δ) 使得 |f(x′)− A| ≥ ε0。

取 δn =
1
n（n ∈ N∗ ），则存在 xn ∈ Ů(x0,

1
n) 使得 |f(xn)− A| ≥ ε0。

显然 xn → x0（xn ̸= x0 ），但 limn→∞ f(xn) ̸= A，与定义2矛盾。故定

义1成立。

定理2.1.6（局部有界性）：若 limx→x0 f(x) = A，则 f(x) 在 x0 的某去心

邻域内有界，即存在 δ > 0 和 M > 0，当 0 < |x− x0| < δ 时，|f(x)| ≤M。

证明：取 ε = 1，由 limx→x0 f(x) = A，∃δ > 0，当 0 < |x − x0| < δ 时，

|f(x)− A| < 1。

由三角不等式：

|f(x)| = |f(x)− A+ A| ≤ |f(x)− A|+ |A| < 1 + |A|

推论：若 limx→x0 f(x) = A ̸= 0，则存在 δ > 0，当 0 < |x − x0| < δ 时，

|f(x)| > |A|
2 > 0。

证明：对ε = |A|
2 ，∃δ > 0,当0 < |x− a| < δ时，|f(x)− A| < |A|

2

|f(x)| = |(f(x)− A) + A| ≥ |A| − |f(x)− A| ≥ |A| − |A|
2

=
|A|
2

定理2.1.7（保序性）：若limx→x0 f(x) < limx→x0 g(x)，则∃δ > 0，当x ∈
Ů(x0, δ)时，有f(x) < g(x) 。

证明：设limx→x0 f(x) = A，limx→x0 g(x) = B，则A < B 。

取ε = B−A
2 > 0，由极限定义：

1.∃δ1 > 0，当x ∈ Ů(x0, δ1)时，A− ε < f(x) < A+ ε；

2.∃δ2 > 0，当x ∈ Ů(x0, δ2)时，B − ε < g(x) < B + ε 。
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取δ = min{δ1, δ2}，当x ∈ Ů(x0, δ)时：

f(x) < A+ ε =
A+B

2
, g(x) > B − ε =

A+B

2

故f(x) < g(x) 。

推论：若f(x) ≤ g(x)（x ∈ Ů(x0) ），则limx→x0 f(x) ≤ limx→x0 g(x)

定理2.1.8（函数极限柯西收敛原理）：函数f(x)在Ů(x0)内有定义，则

limx→x0 f(x)存在的充要条件是：对∀ε > 0，∃δ > 0，使得对任意x′, x′′ ∈
Ů(x0, δ)，有|f(x′)− f(x′′)| < ε 。

证明：必要性：设limx→x0 f(x) = A，则∀ε > 0，∃δ > 0，当x ∈ Ů(x0, δ)时，

|f(x)− A| < ε
2 。对x

′, x′′ ∈ Ů(x0, δ)，有：

|f(x′)− f(x′′)| ≤ |f(x′)− A|+ |f(x′′)− A| < ε

2
+
ε

2
= ε

充分性：取收敛数列xn → x0（xn ∈ Ů(x0) ），则{f(xn)}是柯西数列（由

条件），故{f(xn)}收敛，设极限为A 。

对任意收敛数列yn → x0（yn ∈ Ů(x0) ），同理{f(yn)}收敛，需证极限也

为A 。

构造数列zn =


xk, n = 2k − 1

yk, n = 2k

，则zn → x0，故{f(zn)}收敛，子列极限

必相等，即lim f(yn) = A 。

由海涅定理，limx→x0 f(x) = A 。

定义2.1.3（无穷小量）：若limx→x0 α(x) = 0，则称α(x)是x → x0时的无

穷小量。

定理2.1.9：limx→x0 f(x) = A的充要条件是f(x) = A+α(x)，其中α(x)是x→
x0时的无穷小量。

证明：
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2.2 连续函数

定义2.2.1（单侧极限）：设函数 f(x)在 x0 的左侧邻域（(x0− δ, x0)）内

有定义，若对 ∀ε > 0，∃δ > 0，当 x0 − δ < x < x0 时，|f(x)− A| < ε，则称

f(x) 在 x0 处的左极限为 A，记为：

lim
x→x−0

f(x) = A 或 f(x−0 ) = A

类似地，若 f(x)在 x0的右侧邻域（(x0, x0+δ)）内有定义，且对 ∀ε > 0，

∃δ > 0，当 x0 < x < x0 + δ 时，|f(x)−B| < ε，则称 f(x) 在 x0 处的右极限

为 B，记为：

lim
x→x+0

f(x) = B 或 f(x+0 ) = B

定理2.2.1：limx→x0 f(x) 存在的充要条件是左极限和右极限都存在且相

等，即：

lim
x→x0

f(x) = A ⇐⇒ lim
x→x−0

f(x) = lim
x→x+0

f(x) = A

定义2.2.2（函数连续）：设函数 f(x) 在 x0 的某邻域内有定义，若：

lim
x→x0

f(x) = f(x0)

则称 f(x) 在 x0 处连续。

等价定义（ε − δ 语言）：对 ∀ε > 0，∃δ > 0，当 |x − x0| < δ 时，

|f(x)− f(x0)| < ε。

定义2.2.3（单侧连续）：

左连续：limx→x−0
f(x) = f(x0)；右连续：limx→x+0

f(x) = f(x0)。

函数在 x0 处连续的充要条件是左连续且右连续。

定义2.2.4（区间上的连续性）：开区间连续：若 f(x) 在开区间 (a, b) 内

每一点都连续，则称 f(x) 在 (a, b) 内连续。
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闭区间连续：若 f(x) 在开区间 (a, b) 内连续，且在 a 处右连续、在 b 处

左连续，则称 f(x) 在闭区间 [a, b] 上连续。

定理2.2.2（介值定理）：若 f(x) 在闭区间 [a, b] 上连续，且 f(a) · f(b) <
0，则存在 ξ ∈ (a, b)，使得 f(ξ) = 0。

证明：不妨设 f(a) < 0，f(b) > 0。取区间中点 c = a+b
2 ：

1.若 f(c) = 0，则 ξ = c，结论成立；

2.若 f(c) ̸= 0，则 f(c) 与 f(a) 或 f(b) 异号，取异号的子区间 [a1, b1] ⊂

[a, b]，满足 f(a1) · f(b1) < 0。

重复此过程，得区间套 {[an, bn]}，满足 f(an) < 0，f(bn) > 0，且 bn −

an =
b−a
2n → 0。

由闭区间套定理，存在唯一 ξ ∈ [an, bn]（对所有 n ），且 limn→∞ an =

limn→∞ bn = ξ。

由连续性， limn→∞ f(an) = f(ξ) ≤ 0， limn→∞ f(bn) = f(ξ) ≥ 0，故

f(ξ) = 0。

推论：若 f(x) 在 [a, b] 上连续，且 f(a) ̸= f(b)，则对任意介于 f(a) 和

f(b) 之间的值 γ，存在 ξ ∈ (a, b)，使得 f(ξ) = γ。

证明：令 g(x) = f(x)− γ，则 g(x) 在 [a, b] 上连续。

由于 γ 介于 f(a) 和 f(b) 之间，不妨设 f(a) < γ < f(b)，则：

g(a) = f(a)− γ < 0, g(b) = f(b)− γ > 0

由介值定理，存在 ξ ∈ (a, b)，使得 g(ξ) = 0，即：

f(ξ) = γ

定理2.2.3（局部有界性）：若 f(x) 在 x0 处连续，则存在 δ > 0，使得

f(x) 在 U(x0, δ) 内有界，即存在 M > 0，当 x ∈ U(x0, δ) 时，|f(x)| ≤M。

定理2.2.4：若 f(x) 在 [a, b] 上连续，则 f(x) 在 [a, b] 上有界（即存在
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M > 0，对所有 x ∈ [a, b]，有|f(x)| ≤M ）。

证明：假设 f(x) 在 [a, b] 上无界，则对任意 n ∈ N∗，存在 xn ∈ [a, b] 使

得 |f(xn)| > n。

构造区间套 {[an, bn]}：

1. 初始区间 [a1, b1] = [a, b]；

2. 二等分 [an, bn]为 [an,
an+bn

2 ]和 [an+bn2 , bn]，至少有一个子区间含无穷

多个 xn，记为 [an+1, bn+1]；

3. 区间长度满足 bn − an =
b−a
2n−1 → 0。

由闭区间套定理，存在唯一 c ∈ [an, bn]，且 limn→∞ an = limn→∞ bn = c。

由于 f(x)在 c处连续，由局部有界性，存在 δ > 0，使得 f(x)在 U(c, δ)

内有界，即存在 K > 0，当 x ∈ U(c, δ) 时，|f(x)| ≤ K。

但区间套 {[an, bn]} 最终会包含于 U(c, δ)（因 an → c，bn → c ），故对充

分大的 n，[an, bn] ⊂ U(c, δ)，从而 f(x) 在 [an, bn] 内有界，与“[an, bn] 含无

穷多个使 |f(xn)| > n 的点”矛盾。

因此，f(x) 在 [a, b] 上有界。

例1：函数 f(x) = 1
x 在 (0, 1) 内连续，但无界。

定理2.2.5（最值定理）：若 f(x) 在闭区间 [a, b] 上连续，则存在 x′, x′′ ∈

[a, b]，使得：

f(x′) = max
x∈[a,b]

f(x) =M, f(x′′) = min
x∈[a,b]

f(x) = m

证明：以最大值为例：对任意 n ∈ N∗，由上确界定义，存在 xn ∈ [a, b]

使得：

M − 1

n
< f(xn) ≤M

由有界数列存在收敛子列，{xn} 存在子列 {xnk} 收敛于 x′ ∈ [a, b]（因
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[a, b] 是闭区间）。

由 f(x) 连续，limk→∞ f(xnk) = f(x′)。

对不等式 M − 1
nk
< f(xnk) ≤M 取极限（k → ∞ ），得：

M ≤ f(x′) ≤M =⇒ f(x′) =M

同理可证最小值。

性质1：四则运算保持连续性

性质2：若 f(x) 在 x0 处连续，g(y) 在 y0 = f(x0) 处连续，则复合函数

g(f(x)) 在 x0 处连续。

性质3：若 f(x) 在 x0 处连续，则 |f(x)| 在 x0 处连续

证明：由三角不等式 ||f(x)| − |f(x0)|| ≤ |f(x)− f(x0)| 。

2.3 间断点

定理2.3.1：函数在 x0 处连续的充要条件是左连续且右连续。

定义2.3.1（间断点）：若 f(x) 在 x0 的某去心邻域内有定义，但在 x0 处

不连续，则称 x0 是 f(x) 的间断点。

第一类间断点：若 f(x−0 )和 f(x+0 )都存在（有限数），则称 x0 是 f(x)的

第一类间断点，包括：

可去间断点：f(x−0 ) = f(x+0 ) ̸= f(x0)（或 f(x0) 无定义）；

跳跃间断点：f(x−0 ) ̸= f(x+0 )。

第二类间断点：若 f(x−0 )或 f(x+0 )至少有一个不存在（或为无穷大），则

称 x0 是 f(x) 的第二类间断点，包括无穷间断点、振荡间断点等。

例1：函数 f(x) =


sinx
x , x ̸= 0

0, x = 0

：

解： x = 0 处，limx→0
sinx
x = 1，但 f(0) = 0，故 x = 0 是可去间断点

（第一类）。
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黎曼函数：黎曼函数 R(x) 定义为：

R(x) =


1
q , x = p

q（既约分数，p ∈ Z, q ∈ N∗, q > 0）

0, x 为无理数或 x = 0

黎曼函数性质：黎曼函数 R(x) 在任意无理点 x0 处连续，在任意有理点

x0 处间断（第一类间断点）。

证明： 1.无理点连续：

设 x0 为无理数，需证 limx→x0 R(x) = 0 = R(x0)。

对 ∀ε > 0，考虑区间 (x0 − 1, x0 + 1) 内的既约分数 p
q（q ∈ N∗ ）。

满足 1
q ≥ ε 的 q 只有有限个（因 q ≤ 1

ε ），每个 q 对应的 p 也有限，故在

(x0 − 1, x0 + 1) 内，满足 R(x) ≥ ε 的有理点 x 只有有限个。

记这些有理点到 x0 的最小距离为 δ > 0，则当 0 < |x− x0| < δ 时： - 若

x 为无理数，R(x) = 0 < ε； - 若 x 为有理数，R(x) = 1
q < ε（因 q > 1

ε ）。

因此，limx→x0 R(x) = 0 = R(x0)，即 R(x) 在无理点连续。

2.有理点间断：

设 x0 =
p
q 为有理点（既约分数），则 R(x0) =

1
q > 0。

取 ε = 1
2q，对任意 δ > 0，在 (x0 − δ, x0 + δ) 内存在无理点 x′，使得

R(x′) = 0，故：

|R(x′)−R(x0)| =
1

q
> ε

因此，R(x) 在有理点不连续。

2.4 一致连续

定义2.4.1（一致连续）：设函数 f(x) 在区间 I 上有定义，若对 ∀ε > 0，

∃δ > 0，使得对任意 x1, x2 ∈ I，当 |x1 − x2| < δ 时，有 |f(x1)− f(x2)| < ε，

则称 f(x) 在 I 上一致连续。
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证明：

性质：连续 ⇏ 一致连续

证明：函数在区间上连续，不一定一致连续。例如：

1.f(x) = x 在 R 上既连续又一致连续；

2.f(x) = x2 在 R 上连续，但不一致连续。

例1：f(x) = x2 在 R 上不一致连续

证明：取 ε0 = 1，对任意 δ > 0，取 x1 =
1
δ，x2 =

1
δ +

δ
2，则：

|x1 − x2| =
δ

2
< δ

但：

|f(x1)− f(x2)| =
(
1

δ
+
δ

2

)2

−
(
1

δ

)2

= 1 +
δ2

4
> 1 = ε0

故 f(x) = x2 在 R 上不一致连续。

定理2.4.1：若 f(x) 在闭区间 [a, b] 上连续，则 f(x) 在 [a, b] 上一致连

续。

证明：假设 f(x) 在 [a, b] 上不一致连续，则存在 ε0 > 0，对任意 n ∈ N∗，

存在 x′n, x
′′
n ∈ [a, b] 使得：

|x′n − x′′n| <
1

n
, |f(x′n)− f(x′′n)| ≥ ε0

由致密性定理，{x′n}存在子列 {x′nk}收敛于 x0 ∈ [a, b]，则 x′′nk → x0（因

|x′nk − x′′nk| <
1
nk

→ 0 ）。

由 f(x) 连续，limk→∞ f(x′nk) = f(x0)，limk→∞ f(x′′nk) = f(x0)，故：

|f(x′nk)− f(x′′nk)| → 0

与 |f(x′nk)− f(x′′nk)| ≥ ε0 矛盾，故 f(x) 在 [a, b] 上一致连续。
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定理2.4.2：函数 f(x) 在数集 E 上一致连续的充要条件是：对任意满足

limn→∞(xn−yn) = 0的数列 {xn}, {yn} ⊂ E，有 limn→∞[f(xn)−f(yn)] = 0。

证明：1.必要性：

若 f(x)在 E上一致连续，则对 ∀ε > 0，∃δ > 0，当 x, y ∈ E且 |x−y| < δ

时，|f(x)− f(y)| < ε。

对满足 limn→∞(xn − yn) = 0 的数列 {xn}, {yn}，由数列极限定义，∃N，

当 n > N 时，|xn − yn| < δ。

因此，当 n > N 时，|f(xn)−f(yn)| < ε，即 limn→∞[f(xn)−f(yn)] = 0。

2.充分性：

假设 f(x) 在 E 上不一致连续，则存在 ε0 > 0，对任意 n ∈ N∗，存在

xn, yn ∈ E 使得：

|xn − yn| <
1

n
, |f(xn)− f(yn)| ≥ ε0

此时 limn→∞(xn − yn) = 0，但 limn→∞[f(xn)− f(yn)] ̸= 0，与条件矛盾。

故 f(x) 在 E 上一致连续。

定理2.4.3：初等函数在定义域内连续。
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区间

定义3.1.1（区间）：数集 J ⊂ R 称为区间，当且仅当：对任意 x, y ∈ J

（x < y ），区间 (x, y) ⊂ J。

定理3.1.1：若 f(x) 在区间 I 上连续，则 f(I) = {f(x) | x ∈ I} 是一个
区间。

定理3.1.2：设函数 f(x) 在区间 I 上单调，则 f(x) 在 I 上连续的充要条

件是 f(I) 是一个区间。

证明： 1.必要性

若 f(x) 在 I 上连续且单调，则 f(x) 满足介值定理（连续函数在区间上

的值域是区间），故 f(I) 是区间。

2.充分性：

若 f(x) 在 I 上单调且 f(I) 是区间，假设 f(x) 在某点 c ∈ I 处不连续，

则 f(c−) 或 f(c+) 存在且与 f(c) 不相等（因单调函数单侧极限存在）。

此时，f(I)会包含“跳跃”，即存在区间 (f(c−), f(c))或 (f(c), f(c+))不

在 f(I) 中，与 f(I) 是区间矛盾。故 f(x) 在 I 上连续。

31
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Chapter 4

指数

指数函数的基本性质1：设 a ∈ R，a > 0，p, q ∈ Q，则指数函数满足：

1. ap+q = ap · aq；

2. 若 a > 1 且 p > q，则 ap > aq；若 0 < a < 1 且 p > q，则 ap < aq

（单调性）。

引理1：设 a > 1，p, q ∈ Q，且 |p− q| < 1，则：

|ap − aq| ≤ aq(a− 1)|p− q|

证明： |ap − aq| = aq|ap−q − 1|，故只需证 |ap−q − 1| ≤ (a− 1)(p− q)。

先证 |ar − 1| ≤ r(a− 1)，对 r ∈ Q 且 |r| < 1 成立。

情形 1：r = 0 显然 |a0 − 1| = 0 = 0 · (a− 1)，成立。

情形 2：y = m
n ∈ (0, 1)（m,n ∈ N∗，m < n ）

ay = (am)
1
n = (am · 1n−m)

1
n ≤ ma+ (n−m)

n
= y(a− 1) + 1

移项得：

|ay − 1| = ay − 1 ≤ y(a− 1)

33
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情形 3：y = −s ∈ (−1, 0)（s ∈ (0, 1) ）

|ay − 1| = |a−s − 1| =
∣∣∣∣ 1as − 1

∣∣∣∣ = 1− 1

as
≤ as − 1

由情形 2，对 s ∈ (0, 1) 有 as − 1 ≤ s(a− 1)，故：

|ay − 1| ≤ (a− 1)s = (a− 1)|y|

引理2：设 a > 0，x ∈ R，{pn}, {qn} 是有理数序列，满足 pn → m，

qn → m，则：

lim
n→∞

apn = lim
n→∞

aqn = am

证明：设qn → m（m 为某实数，n → ∞ 时）。因limn→∞(pn − qn) = 0，

故对任意ε > 0，存在N ∈ N∗，当n > N 时，|pn − qn| < ε < 1。

此时，利用指数函数性质|apn − aqn| ≤ aqn(a − 1)|pn − qn|，又因qn → m，

当n 足够大时aqn ≤ am（不妨设a > 1，若0 < a < 1 类似推导），故：

|apn − aqn| ≤ aqn(a− 1)|pn − qn| ≤ am(a− 1)|pn − qn| ≤ am(a− 1)ε

取极限n→ ∞，limn→∞(apn − aqn) = 0，因此：

lim
n→∞

apn = lim
n→∞

[(apn − aqn) + aqn] = lim
n→∞

aqn

指数函数的基本性质2：设 a > 1，则指数函数 y = ax 在 R 上有定义且
严格递增连续；若 0 < a < 1，则 y = ax 在 R 上有定义且严格递减连续。



Chapter 5

泰勒展开

5.1 无穷小（大）量的比较

定义5.1.1（无穷小量与无穷大量）：设 α(x) 在 Ů(x0) 内有定义，若

limx→x0 α(x) = 0，则称 α(x)是 x→ x0 时的无穷小量；若 limx→x0 α(x) = ∞，
则称 α(x) 是 x→ x0 时的无穷大量。

定义5.1.2（无穷小量的阶）：设 φ(x), ψ(x)在 Ů(x0)内有定义，且 φ(x) ̸=

0，ψ(x) 在 x0 处附近非零，讨论 x→ x0 时 ψ(x) 关于 φ(x) 的阶：

1. 若 limx→x0
ψ(x)
φ(x) = 0，则称 ψ(x)是 φ(x)的高阶无穷小，记为 ψ(x) =

o(φ(x))；

2. 若 limx→x0
ψ(x)
φ(x) = 1，则称 ψ(x)与 φ(x)为等价无穷小，记为 ψ(x) ∼

φ(x)；

3. 若 limx→x0
ψ(x)
φ(x) = C（C 为非零常数），则称 ψ(x) 与 φ(x) 同阶，记

为 ψ(x) = O(φ(x))（或 φ(x) = O(ψ(x)) ）。

例1：设 f(x) = ax（a > 1），g(x) = xM（M > 0），则 limx→+∞
g(x)
f(x) = 0，

即 xM = o(ax)（x→ +∞ ）。

定理5.1.1（等价无穷小充要条件）：ψ(x) ∼ φ(x)（x→ x0 ）的充要条件

是 ψ(x) = φ(x) + o(φ(x))。

定理5.1.2（无穷小的运算性质）：若 o(φ(x)) 和 O(φ(x)) 表示无穷小的
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阶，则：

o(φ(x)) + o(φ(x)) = o(φ(x)), O(φ(x)) +O(φ(x)) = O(φ(x))

重要极限：（1）limx→0
sinx
x = 1，（2）limx→∞

(
1 + 1

x

)x
= e

证明：先考虑 x → +∞，对整数 n，由 limn→∞
(
1 + 1

n

)n
= e，对任意

x > 0，取 n = ⌊x⌋，则 n ≤ x < n+ 1，故：

(
1 +

1

n+ 1

)n
<

(
1 +

1

x

)x
<

(
1 +

1

n

)n+1

令 x→ +∞，则 n→ ∞，由夹逼定理得 limx→+∞
(
1 + 1

x

)x
= e。

对 x→ −∞，令 t = −x，则 t→ +∞，故：

lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x
= lim

t→+∞

(
1− 1

t

)−t
= lim

t→+∞

(
1 +

1

t− 1

)t
= e

推广：limx→0(1 + x)
1
x = e

常见等价无穷小：sin x ∼ x, tan x ∼ x, arcsin x ∼ x, arctanx ∼

x,

ln(1 + x) ∼ x, ex − 1 ∼ x

5.2 泰勒展开（带皮亚诺余项）

定义5.2.1（泰勒多项式）：设函数 f(x) 在 x0 处 n 阶可导，则 f(x) 在

x0 处的泰勒展开式（带皮亚诺余项）为：

f(x) = f(x0)+f
′(x0)(x−x0)+

f ′′(x0)

2!
(x−x0)2+· · ·+f

(n)(x0)

n!
(x−x0)n+o ((x− x0)

n)
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特别地，当 x0 = 0 时，称为麦克劳林展开式：

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn + o(xn)

常见函数的麦克劳林展开（带皮亚诺余项）

1. 指数函数：ex

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ o(xn), x→ 0

2. 正弦函数：sin x

sin x = x− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·+ (−1)k−1 x2k−1

(2k − 1)!
+ o(x2k), x→ 0

（通常取 n = 2k，保留到 x2k−1 项）

3. 余弦函数：cos x

cos x = 1− x2

2!
+
x4

4!
− · · ·+ (−1)k

x2k

(2k)!
+ o(x2k+1), x→ 0

4. 自然对数：ln(1 + x)

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+ o(xn), x→ 0+

5. 幂函数：(1 + x)α（α ∈ R ）

(1+x)α = 1+αx+
α(α− 1)

2!
x2+· · ·+α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
xn+o(xn), x→ 0

可见等价无穷小代换极为泰勒展开前几项。

例2：求 limx→0
ln(1+x)−sinx

x2
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解：

ln(1 + x) ∼ x− x2

2
+ o(x2), sinx ∼ x− x3

6
+ o(x3)

故：

lim
x→0

(
x− x2

2

)
−
(
x− x3

6

)
+ o(x2)

x2
= lim

x→0

−x2

2 + o(x2)

x2
= −1

2



Chapter 6

导数

6.1 导数定义及其运算法则

定义6.1.1（导数）：设函数 y = f(x)在 x0 的某邻域内有定义，若极限：

lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x

存在，则称该极限称为 f(x) 在 x0 处的导数，记为 f ′(x0) 或
dy
dx

∣∣∣
x=x0
。

基本函数的导数：1.常函数：设 f(x) = C（C 为常数），则导数：

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

C − C

h
= 0

2.幂函数：设 f(x) = xm（m ∈ N∗ ），利用二项式定理展开：

f ′(x) = lim
h→0

(x+ h)m − xm

h
= lim

h→0

mxm−1h+
(
m
2

)
xm−2h2 + · · ·+ hm

h
= mxm−1

3.指数函数：设 f(x) = ex，则导数：

f ′(x) = lim
h→0

ex+h − ex

h
= ex lim

h→0

eh − 1

h
= ex · 1 = ex
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设 f(x) = ax（a > 0 ），利用 ax = ex ln a 及链式法则：

f ′(x) = ex ln a · ln a = ax ln a

4.对数函数：设 f(x) = lnx，则导数：

f ′(x) = lim
h→0

ln(x+ h)− lnx

h
= lim

h→0

ln
(
1 + h

x

)
h

=
1

x
lim
h→0

ln
(
1 + h

x

)
h
x

=
1

x

设 f(x) = loga x（a > 0, a ̸= 1 ），利用换底公式 loga x = lnx
ln a：

f ′(x) =
1

x ln a

定理6.1.2（和差法则）：(u(x)± v(x))′ = u′(x)± v′(x)

证明：根据导数定义：

(u(x)± v(x))′ = lim
∆x→0

[u(x+∆x)± v(x+∆x)]− [u(x)± v(x)]

∆x

= lim
∆x→0

(
u(x+∆x)− u(x)

∆x
± v(x+∆x)− v(x)

∆x

)
= lim

∆x→0

u(x+∆x)− u(x)

∆x
± lim

∆x→0

v(x+∆x)− v(x)

∆x

= u′(x)± v′(x)

定理6.1.3（乘法法则）：(u(x) · v(x))′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x)

证明：根据导数定义：

(u(x) · v(x))′ = lim
∆x→0

u(x+∆x)v(x+∆x)− u(x)v(x)

∆x

= lim
∆x→0

u(x+∆x)v(x+∆x)− u(x)v(x+∆x) + u(x)v(x+∆x)− u(x)v(x)

∆x

= lim
∆x→0

[
v(x+∆x) · u(x+∆x)− u(x)

∆x
+ u(x) · v(x+∆x)− v(x)

∆x

]
= lim

∆x→0
v(x+∆x) · lim

∆x→0

u(x+∆x)− u(x)

∆x
+ u(x) · lim

∆x→0

v(x+∆x)− v(x)

∆x
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由于 v(x) 可导，故 v(x) 连续，即 lim∆x→0 v(x+∆x) = v(x)，因此：

(u(x) · v(x))′ = v(x) · u′(x) + u(x) · v′(x) = u′(x)v(x) + u(x)v′(x)

定理6.1.3（除法法则）：若 v(x) ̸= 0，则：
(
u(x)
v(x)

)′
= u′(x)v(x)−u(x)v′(x)

[v(x)]2

证明：先证明
(

1
v(x)

)′
= − v′(x)

[v(x)]2：

(
1

v(x)

)′
= lim

∆x→0

1
v(x+∆x) −

1
v(x)

∆x

= lim
∆x→0

v(x)− v(x+∆x)

∆x · v(x)v(x+∆x)

= − lim
∆x→0

v(x+∆x)− v(x)

∆x
· lim
∆x→0

1

v(x)v(x+∆x)

= −v′(x) · 1

[v(x)]2
= − v′(x)

[v(x)]2

再结合乘法法则：

(
u(x)

v(x)

)′
=

(
u(x) · 1

v(x)

)′
= u′(x) · 1

v(x)
+ u(x) ·

(
1

v(x)

)′

代入
(

1
v(x)

)′
的结果：

(
u(x)

v(x)

)′
=
u′(x)

v(x)
− u(x)v′(x)

[v(x)]2
=
u′(x)v(x)− u(x)v′(x)

[v(x)]2

6.2 单侧倒数

定义6.2.1（单侧导数）：设函数 f(x) 在 x0 的左侧邻域（x0 − δ, x0 ）内

有定义，若极限：

f ′−(x0) = lim
h→0−

f(x0 + h)− f(x0)

h
= lim

x→x−0

f(x)− f(x0)

x− x0
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存在，则称 f(x) 在 x0 处左可导，f
′
−(x0) 为左导数。

类似地，若 f(x) 在 x0 的右侧邻域（x0, x0 + δ ）内有定义，且极限：

f ′+(x0) = lim
h→0+

f(x0 + h)− f(x0)

h
= lim

x→x+0

f(x)− f(x0)

x− x0

存在，则称 f(x) 在 x0 处右可导，f
′
+(x0) 为右导数。

定理6.2.1：函数 f(x) 在 x0 处可导的充要条件是：左导数和右导数都存

在且相等，即：

f ′(x0) 存在 ⇐⇒ f ′−(x0) = f ′+(x0)

例1：f(x) = |x| 在 x = 0 处的可导性

解：计算左右导数：右导数（x→ 0+）：

f ′+(0) = lim
h→0+

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0+

h− 0

h
= 1

左导数（x→ 0−）：

f ′−(0) = lim
h→0−

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0−

−h− 0

h
= −1

因 f ′+(0) ̸= f ′−(0)，故 f(x) = |x| 在 x = 0 处不可导。

例2：f(x) = x2 sin 1
x 在 x = 0 处的可导性。

证明：补充定义 f(0) = 0，计算导数：

f ′(0) = lim
h→0

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0

h2 sin 1
h − 0

h
= lim

h→0
h sin

1

h

由有界函数与无穷小的乘积仍为无穷小，limh→0 h sin
1
h = 0，故 f(x) 在

x = 0 处可导，且 f ′(0) = 0。

定义6.2.2（导数的几何意义）：函数 y = f(x) 在 x0 处的导数 f ′(x0) 表

示曲线 y = f(x) 在点 (x0, f(x0)) 处的切线斜率：
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右导数 f ′+(x0) 对应右侧切线斜率；

左导数 f ′−(x0) 对应左侧切线斜率。

定理6.2.2：若函数 f(x) 在 x0 处可导，则 f(x) 在 x0 处连续。

证明：由导数定义：

lim
h→0

[f(x0 + h)− f(x0)] = lim
h→0

(
f(x0 + h)− f(x0)

h
· h
)

= f ′(x0) · 0 = 0

故 limh→0 f(x0 + h) = f(x0)，即 f(x) 在 x0 处连续。

注意：连续不一定可导（如 f(x) = |x| 在 x = 0 处连续但不可导）。

例3：设 f(x) =


ax+ b, x > 1

x2, x ≤ 1

，求 a, b 使 f(x) 在 x = 1 处可导。

解：1.连续性条件：limx→1+ f(x) = limx→1− f(x) = f(1)

lim
x→1+

(ax+ b) = a+ b, lim
x→1−

x2 = 1, f(1) = 1

故 a+ b = 1。

2.可导性条件：f ′+(1) = f ′−(1)

左导数（x→ 1−）：

f ′−(1) = lim
x→1−

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1−

x2 − 1

x− 1
= lim

x→1−
(x+ 1) = 2

右导数（x→ 1+）：

f ′+(1) = lim
x→1+

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1+

ax+ b− 1

x− 1
= lim

x→1+

ax+ (1− a)− 1

x− 1
= lim

x→1+

a(x− 1)

x− 1
= a

故 a = 2，代入 a+ b = 1 得 b = −1。

例4：y = sin x 的导数
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证明：利用和角公式 sin(x+ h) = sin x cosh+ cos x sinh，导数定义：

y′ = lim
h→0

sin(x+ h)− sinx

h
= lim

h→0

(
sin x · cosh− 1

h
+ cos x · sinh

h

)

由重要极限 limh→0
sinh
h = 1，limh→0

cosh−1
h = 0，得：

y′ = sinx · 0 + cos x · 1 = cosx

即 (sin x)′ = cosx。

类似地可推导 (cosx)′ = − sin x，(tanx)′ = sec2 x 等三角函数的导数公

式。

例5：设φ(x)在x = 1处可导，且φ′(1) = 1，又f(x) = φ(1+2x)−φ(1−3x)，

试求f ′(0)。

证明：首先计算f(0)：

f(0) = φ(1 + 2 · 0)− φ(1− 3 · 0) = φ(1)− φ(1) = 0

根据导数定义，f ′(0)为：

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0

φ(1 + 2x)− φ(1− 3x)− 0

x

凑导数定义形式得：

f ′(0) = lim
x→0

(
2 · φ(1 + 2x)− φ(1)

2x
+ 3 · φ(1)− φ(1− 3x)

−3x

)

得：

f ′(0) = 2φ′(1) + 3φ′(1) = 5φ′(1) = 5

例6：设 f(x) = |x − a|φ(x)，其中 φ(x) 在 x = a 处连续，讨论 f(x) 在

x = a 处的可导性。
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证明：

f ′−(a) = lim
∆x→0−

f(a+∆x)− f(a)

∆x
= lim

∆x→0−

|(a+∆x)− a|φ(a+∆x)− 0

∆x
= −φ(a)

f ′+(a) = lim
∆x→0+

f(a+∆x)− f(a)

∆x
= lim

∆x→0+

|(a+∆x)− a|φ(a+∆x)− 0

∆x
= φ(a)

若 φ(a) = 0，则 f ′−(a) = f ′+(a) = 0，f(x)在 x = a处可导；若 φ(a) ̸= 0，

则 f ′−(a) ̸= f ′+(a)，f(x) 在 x = a 处不可导。

例7：设 f ′(x) 存在，且 limx→0
f(1)−f(1−x)

2x = −1，求 f ′(1)。

解：令 h = −x（当 x→ 0 时，h→ 0 ），则 x = −h，代入整理得：

lim
h→0

f(1 + h)− f(1)

h
= −2

由导数定义，limh→0
f(1+h)−f(1)

h = f ′(1)，故： f ′(1) = −2

6.3 反函数求导

定理6.3.1（反函数求导法则）：设 y = φ(x) 在 x0 的某邻域内严格单调

且连续，若 φ(x) 在 x0 处可导，且 φ′(x0) ̸= 0，则其反函数 x = ψ(y) 在

y0 = φ(x0) 处可导，且满足：

ψ′(y0) =
1

φ′(x0)
=

1

φ′ (ψ(y0))

例1：设 y = ex，其反函数为 x = ln y。

证明：原函数导数：dy
dx = ex ；反函数导数：dx

dy = 1
y =

1
ex

故 dx
dy · dydx = 1

ex · ex = 1，满足反函数求导法则 ψ′(y) · φ′(x) = 1（其中

ψ(y) = ln y 是 φ(x) = ex 的反函数）。

例2：设 y = sinx（x ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
），其反函数为 x = arcsin y。

证明：原函数导数： dy
dx = cos x，且 cosx =

√
1− sin2 x =

√
1− y2（因
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x ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
，cos x > 0 ）。

反函数导数：

dx

dy
=

1
dy
dx

=
1√

1− y2

即 (arcsin y)′ = 1√
1−y2
，习惯上写为 (arcsin x)′ = 1√

1−x2。
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6.4 初等函数与原函数对照表

函数 f(x) 原函数
∫
f(x)dx（C 为常数）

C Cx+ C

xn (n ̸= −1) xn+1

n+ 1
+ C

1

x
(x ̸= 0) ln |x|+ C

√
x (x ≥ 0)

2

3
x3/2 + C

1√
x
(x > 0) 2

√
x+ C

ex ex + C

ax (a > 0, a ̸= 1)
ax

ln a
+ C

ln x (x > 0) x ln x− x+ C

loga x (x > 0) x lnx− x

ln a
+ C

sin x − cos x+ C

cos x sin x+ C

tan x − ln | cos x|+ C

cot x ln | sin x|+ C

sec2 x tan x+ C

csc2 x − cot x+ C

sec x tan x sec x+ C

csc x cot x − cscx+ C

Table 6.1: 初等函数与原函数对照表

6.5 复合函数求导

定理6.5.1（复合函数求导法则）：若 f(x) 在 x0 处可导，g(y) 在 y0 =

f(x0) 处可导，则复合函数 φ(x) = g(f(x)) 在 x0 处可导，且：

φ′(x0) = g′ [f(x0)] · f ′(x0)
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习惯上用微分形式表示为：

dφ

dx
=
dφ

dy
· dy
dx

证明：定义辅助函数 G(y)：

G(y) =


g(y)− g(y0)

y − y0
, y ̸= y0 (y0 = f(x0))

g′(y0), y = y0

由 g(y) 在 y0 处可导，G(y) 在 y0 处连续。

考虑复合函数 φ(x) = g(f(x)) 在 x0 处的增量：

φ(x)− φ(x0) = g(f(x))− g(f(x0))

分两种情况讨论 x 趋近于 x0 时的行为：

1. 当 f(x) ̸= f(x0)（即 y ̸= y0 ）时：

φ(x)− φ(x0)

x− x0
= G(f(x)) · f(x)− f(x0)

x− x0

2. 当 f(x) = f(x0)（即 y = y0）时：此时 φ(x)−φ(x0) = 0，且G(f(x)) =

G(y0) = g′(y0)，故：

φ(x)− φ(x0)

x− x0
= g′(y0) ·

f(x)− f(x0)

x− x0
= G(f(x)) · f(x)− f(x0)

x− x0

对上述等式取 x→ x0 的极限：

因 f(x) 在 x0 处可导，故 f(x) 在 x0 处连续，即 limx→x0 f(x) = f(x0) =

y0。

又 G(y) 在 y0 处连续，故 limx→x0 G(f(x)) = G (limx→x0 f(x)) = G(y0) =
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g′(y0)。

因此：

φ′(x0) = lim
x→x0

φ(x)− φ(x0)

x− x0
= lim

x→x0
G(f(x)) · lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= g′(y0) · f ′(x0)

即 φ′(x0) = g′ [f(x0)] · f ′(x0)，链式法则得证。

6.6 隐函数求导

隐函数定义：若变量 x 和 y 的关系由方程 F (x, y) = 0 确定，且当 x

在某区间内取值时，相应地总有满足该方程的唯一 y 值值存在，则则称方程

F (x, y) = 0 在该区间间内确定了一个隐函数 y = f(x)。

求导方法：隐函数求导无需显式表达 y = f(x)，直接对等式 F (x, y) = 0

两边关于 x 求导，将含 y′ 的项移到一边，其他项移到另一边，即可解出 y′。

核心是将 y 视为 x 的函数，对含 y 的表达式项使用链式法则。

基本步骤：1. 对方程 F (x, y) = 0 两边同时关于 x 求导；

2. 遇到含 y 的项时，需用链式法则（如 d
dx [g(y)] = g′(y) · y′）；

3. 整理方程，解出 y′（结果中可保留 y）。

例1：设方程 x2 + y2 = r2（r 为常数）确定隐函数 y = f(x)，求 dy
dx。

解：方程两边对 x 求导：

d

dx
(x2) +

d

dx
(y2) =

d

dx
(r2)

左侧第二项用链式法则： d
dx(y

2) = 2y · y′，右侧导数为0：

2x+ 2y · y′ = 0
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解出 y′：

y′ = −x
y

6.7 对数求导法

对数求导法：对 y = f(x)（f(x) > 0 ），先对等式两边取自然对数，再利

用隐函数求导法求导。

适用：1. 幂指型函数：y = u(x)v(x)（如 y = xx，y = (sin x)cosx 等）；

2. 含较多乘、除、乘方、开方运算的函数（取对数可简化运算）。

形式：对幂指型函数 y = u(x)v(x)（u(x) > 0 ）：

1. 取对数：

ln y = v(x) · lnu(x)

2. 隐函数求导：两边对 x 求导（注意 y 是 x 的函数，用链式法则）：

1

y
· y′ = v′(x) · lnu(x) + v(x) · u

′(x)

u(x)

3. 解出 y′：

y′ = y ·
[
v′(x) lnu(x) + v(x) · u

′(x)

u(x)

]
= u(x)v(x) ·

[
v′(x) lnu(x) +

v(x)u′(x)

u(x)

]

例1：求 y = xx 的导数。

解：步骤1：取对数因 y = xx > 0（x > 0 时），两边取自然对数：

ln y = x · ln x

步骤2：隐函数求导两边对 x 求导，左边用链式法则 d
dx(ln y) =

1
y · y

′，右
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边用乘积法则：

1

y
· y′ = d

dx
(x) · ln x+ x · d

dx
(ln x) = 1 · lnx+ x · 1

x
= lnx+ 1

步骤3：解出 y′ 两边乘以 y = xx：

y′ = xx · (ln x+ 1)

6.8 参数方程确定的函数求导

参数方程确定的函数求导：设参数方程为：
x = u(t)

y = v(t)

其中 u(t) 和 v(t) 可导，且 u′(t) ̸= 0，则 y 是 x 的函数，可通过链式法则求

导。

一阶导数：由链式法则 dy
dx = dy

dt ·
dt
dx，而

dt
dx = 1

dx
dt

= 1
u′(t)，因此：

dy

dx
=
dv(t)

dt
· 1

u′(t)
=
v′(t)

u′(t)

二阶导数：二阶导数 d2y
dx2 是一阶导数

dy
dx 对 x 的导数，再次用链式法则：

d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dt

(
dy

dx

)
· dt
dx

先计算 d
dt

(
dy
dx

)
：

d

dt

(
dy

dx

)
=

d

dt

(
v′(t)

u′(t)

)
=
v′′(t)u′(t)− v′(t)u′′(t)

[u′(t)]2
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再乘以 dt
dx = 1

u′(t)，得：

d2y

dx2
=
v′′(t)u′(t)− v′(t)u′′(t)

[u′(t)]2
· 1

u′(t)
=
v′′(t)u′(t)− v′(t)u′′(t)

[u′(t)]3

6.9 高阶导数

定义6.9.1：函数 y = f(x) 的 n 阶导数 y(n) 定义为：

y(n) =
dny

dxn
=

d

dx

(
dn−1y

dxn−1

)

即 n 阶导数是 (n− 1) 阶导数的导数，极限形式为：

y(n)(x) = lim
∆x→0

f (n−1)(x+∆x)− f (n−1)(x)

∆x

常用函数的高阶导数公式：

y = sin x，其 n 阶导数为： y(n) = sin
(
x+ n · π2

)
y = cos x，其 n 阶导数为： y(n) = cos

(
x+ n · π2

)
y = ex，其 n 阶导数为： y(n) = ex

y = xµ（µ 为常数），其 n 阶导数为： y(n) = µ(µ− 1)(µ− 2) · · · (µ− n+

1)xµ−n

特别地，当 µ = k（正整数）且 n > k 时，y(n) = 0。

y = ln x，其 n 阶导数为： y(n) = (−1)n−1(n−1)!
xn

y = 1
x，其 n 阶导数为： y(n) = (−1)nn!

xn+1

定理6.9.1（高阶导数的莱布尼茨公式）：若 u(x) 和 v(x) 均 n 阶可导，

则复合函数 (uv)(n) 满足：

(uv)(n) =
n∑
k=0

(
n

k

)
u(k)v(n−k)



6.9. 高阶导数 53

其中
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! 是组合数，且规定 u(0) = u，v(0) = v（0 阶导数为函

数本身）。

证明：1.基例（n = 1）：

(uv)′ = u′v + uv′ =

(
1

0

)
u(0)v(1) +

(
1

1

)
u(1)v(0)

公式成立。

2.归纳假设：假设 n = m 时公式成立，即：

(uv)(m) =
m∑
k=0

(
m

k

)
u(k)v(m−k)

归纳步骤（n = m+ 1）：对 (uv)(m) 求导：

(uv)(m+1) =

[
m∑
k=0

(
m

k

)
u(k)v(m−k)

]′
=

m∑
k=0

(
m

k

)(
u(k+1)v(m−k) + u(k)v(m−k+1)

)

拆分求和项：

(uv)(m+1) =
m∑
k=0

(
m

k

)
u(k+1)v(m−k) +

m∑
k=0

(
m

k

)
u(k)v(m−k+1)

对第一个和式令 k′ = k + 1，则：

m∑
k=0

(
m

k

)
u(k+1)v(m−k) =

m+1∑
k′=1

(
m

k′ − 1

)
u(k

′)v(m+1−k′)

利用组合数性质
(
m
k′−1

)
+
(
m
k′

)
=
(
m+1
k′

)
，合并两个和式：

(uv)(m+1) =
m+1∑
k′=0

(
m+ 1

k′

)
u(k

′)v(m+1−k′)

故 n = m + 1 时公式成立，由数学归纳法，莱布尼茨公式对所有 n ≥ 1

成立。
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例1：求 y = 4
x2+2x−3 的 n 阶导数。

解：

y =
4

(x+ 3)(x− 1)
=

1

x− 1
− 1

x+ 3

由
(

1
x−a
)(n)

= (−1)nn!
(x−a)n+1，得：

y(n) =

(
1

x− 1

)(n)

−
(

1

x+ 3

)(n)

=
(−1)nn!

(x− 1)n+1
− (−1)nn!

(x+ 3)n+1

例2：求 y = x2ex 的 n 阶导数。

解：应用莱布尼茨公式可得

y(n) =
n∑
k=0

(
n

k

)
u(k)v(n−k) =

(
n

0

)
u(0)v(n) +

(
n

1

)
u(1)v(n−1) +

(
n

2

)
u(2)v(n−2)

代入 u 和 v 的导数：

y(n) = 1 · x2 · ex + n · 2x · ex + n(n− 1)

2
· 2 · ex

化简得：

y(n) = ex
(
x2 + 2nx+ n(n− 1)

)
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微分

7.1 微分定义

定义7.1.1（微分）：设函数 y = f(x)，若存在常数 A，使得当 ∆x → 0

时，函数增量 ∆y 可表示为：

∆y = A∆x+ o(∆x)

则称 A∆x 为函数 y = f(x) 在点 x 处的微分，记作 dy，即：

dy = A∆x

此时称函数 f(x) 在点 x 处可微。

定理7.1.1：对一元函数 y = f(x)，可微与可导等价，且 A = f ′(x)。

证明：（1）可导 =⇒ 可微

若 f(x) 在 x0 处可导，则 f ′(x0) = lim∆x→0
∆y
∆x。

由极限与无穷小的关系，存在无穷小 α(∆x)（当 ∆x→ 0时，α(∆x) → 0

），使得：

∆y

∆x
= f ′(x0) + α(∆x)

55
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两边乘以 ∆x，得函数增量：

∆y = f ′(x0)∆x+ α(∆x) ·∆x

当 ∆x→ 0 时，α(∆x) ·∆x = o(∆x)（因 α(∆x) → 0 ），故：

∆y = f ′(x0)∆x+ o(∆x)

由微分定义，f(x) 在 x0 处可微，且微分 dy = f ′(x0)∆x。

（2）可微 =⇒ 可导

若 f(x) 在 x0 处可微，则 ∆y = A∆x+ o(∆x)（∆x→ 0 ），其中 A 为常

数。

两边除以 ∆x（∆x ̸= 0 ），得：

∆y

∆x
= A+

o(∆x)

∆x

取极限 ∆x→ 0，因 lim∆x→0
o(∆x)
∆x = 0，故：

f ′(x0) = lim
∆x→0

∆y

∆x
= A

因此 f(x) 在 x0 处可导，且 f ′(x0) = A。

一阶微分形式不变性：设 y = f(u)，u = φ(x)，则复合函数 y = f(φ(x))

的微分：

若 u 是自变量，dy = f ′(u)du；

若 u 是中间变量（u = φ(x) ），则 du = φ′(x)dx，故：

dy = f ′(u) · φ′(x)dx = f ′(u)du
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即无论 u 是自变量还是中间变量，微分形式 dy = f ′(u)du 保持不变，称

为一阶微分形式不变性。

例1：求 y = (arcsinx− x2)2 的微分 dy。

解：设 u = arcsinx− x2，则 y = f(u) = u2；由一阶微分形式不变性：

dy = f ′(u)du = 2u · du

计算 du：

du = d(arcsin x− x2) =
1√

1− x2
dx− 2x dx

代入得：

dy = 2(arcsin x− x2) ·
(

1√
1− x2

− 2x

)
dx

7.2 微分的几何意义（以直代曲）

几何意义：函数 y = f(x) 在 x0 处的微分 dy = f ′(x0)dx 表示：

曲线 y = f(x) 在点 (x0, f(x0)) 处切线的增量；

当 ∆x 很小时，可用切线增量 dy 近似曲线增量 ∆y（以直代曲）。

几何上，f ′(x0) = tanα（α 为切线与 x 轴夹角），故：

dy = f ′(x0)∆x = tanα ·∆x

定义7.2.1（内点与端点）：内点：设区间 I，若存在 δ > 0使得 U(x0, δ) ⊂

I（U(x0, δ) 是 x0 的 δ 邻域），则 x0 是 I 的内点；

端点：区间 I 中不是内点的点（如闭区间 [a, b] 的 a 和 b ）；

所有内点构成的集合称为区间 I 的内部。

定义7.2.1（极值）：极大值：若存在 δ > 0，当 x ∈ U(x0, δ) 时，f(x) ≤

f(x0)，则 f(x0) 是 f(x) 的极大值，x0 是极大值点；
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极小值：若存在 δ > 0，当 x ∈ U(x0, δ) 时，f(x) ≥ f(x0)，则 f(x0) 是

f(x) 的极小值，x0 是极小值点。

7.3 微分中值定理

费马引理：若函数 f(x) 在 x0 处取得极值，且 f(x) 在 x0 处可导，则：

f ′(x0) = 0

证明：因 f(x) 在 x0 处取得极值（不妨设为极大值），则对 ∀∆x（|∆x|

充分小），有：

f(x0 +∆x) ≤ f(x0) =⇒ f(x0 +∆x)− f(x0) ≤ 0

当 ∆x > 0 时：取极限 ∆x→ 0+，由极限保号性：

f ′+(x0) = lim
∆x→0+

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
≤ 0

当 ∆x < 0 时：取极限 ∆x→ 0−，由极限保号性：

f ′−(x0) = lim
∆x→0−

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
≥ 0

因 f(x) 在 x0 处可导，故 f ′+(x0) = f ′−(x0) = f ′(x0)，因此：

0 ≤ f ′(x0) ≤ 0 =⇒ f ′(x0) = 0

罗尔定理：若函数 f(x) 满足： 1. 在闭区间 [a, b] 上连续； 2. 在开区间

(a, b) 内可导； 3. 端点函数值相等，即 f(a) = f(b)；
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则至少存在一点 ξ ∈ (a, b)，使得：

f ′(ξ) = 0

证明：由 f(x)在 [a, b]上连续，根据最值定理，f(x)在 [a, b]上取得最大

值 M 和最小值 m。

分两种情况：情况1：M = m此时 f(x)在 [a, b]上为常函数，故 f ′(x) = 0

对 ∀x ∈ (a, b) 成立，取任意 ξ ∈ (a, b) 即可。

情况2：M > m 因 f(a) = f(b)，故 M 和 m 中至少有一个在 (a, b) 内取

得（否则 M = f(a) = f(b) = m，矛盾）。

不妨设 f(x)在 ξ ∈ (a, b)处取得最大值 M，则 ξ 是极值点。又 f(x)在 ξ

处可导（开区间内可导），由费马引理：

f ′(ξ) = 0

注意：罗尔定理的三个条件缺一不可。

拉格朗日（Lagrange）中值定理：若函数 f(x)满足： 1. 在闭区间 [a, b]

上连续； 2. 在开区间 (a, b) 内可导；

则至少存在一点 ξ ∈ (a, b)，使得：

f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a)

证明：构造辅助函数：

F (x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a)

验证 F (x) 满足罗定理条件： 1. F (x) 在 [a, b] 上连续（由 f(x) 连续和线

性函数连续）； 2. F (x) 在 (a, b) 内可导（由 f(x) 可导和线性函数可导）； 3.
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端点值：

F (a) = f(a)− f(a)− 0 = 0, F (b) = f(b)− f(a)− (f(b)− f(a)) = 0

由罗尔定理，存在 ξ ∈ (a, b)，使得 F ′(ξ) = 0。

计算 F ′(x)：

F ′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

b− a

令 F ′(ξ) = 0，得：

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
=⇒ f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a)

推论：若 f ′(x) = 0 对 ∀x ∈ I 成立，则 f(x) 在 I 上是常函数。

例1：证明当 x > 0 时， x
1+x < ln(1 + x) < x。

证明：步骤1：构造函数并应用拉格朗日中值定理设 f(t) = ln(1 + t)，在

[0, x] 上应用拉格朗日中值定理，存在 ξ ∈ (0, x)，使得：

ln(1 + x)− ln(1 + 0) = f ′(ξ)(x− 0)

步骤2：计算导数并分析 f ′(t) = 1
1+t，故：

ln(1 + x) =
x

1 + ξ

因 0 < ξ < x，有：

x

1 + x
<

x

1 + ξ
< x

即：

x

1 + x
< ln(1 + x) < x (x > 0)

柯西（Cauchy）中值定理：若函数 f(x) 和 g(x) 满足： 1. 在闭区间
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[a, b] 上连续； 2. 在开区间 (a, b) 内可导； 3. g′(x) ̸= 0 对 ∀x ∈ (a, b) 成立；

则至少存在一点 ξ ∈ (a, b)，使得：

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)

证明：构造辅助函数：

F (x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
(g(x)− g(a))

验证 F (x) 满足罗尔定理条件： 1. F (x) 在 [a, b] 上连续； 2. F (x) 在

(a, b) 内可导； 3. 端点值：

F (a) = 0, F (b) = f(b)− f(a)− (f(b)− f(a)) = 0

由罗尔定理，存在 ξ ∈ (a, b)，使得 F ′(ξ) = 0。

计算 F ′(x)：

F ′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g′(x)

令 F ′(ξ) = 0，得：

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g′(ξ)

因 g′(ξ) ̸= 0（条件3 ），整理得：

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)

例2：设函数 f(x) 在 [0, 1] 上连续，在 (0, 1) 内可导，证明：至少存在一

点 ξ ∈ (0, 1)，使得：

f ′(ξ) = 2ξ [f(1)− f(0)]
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证明：构造辅助函数 g(x) = x2，分析 f(x) 和 g(x) 满足柯西中值定理条

件，由柯西中值定理，存在 ξ ∈ (0, 1)，使得：

f(1)− f(0)

g(1)− g(0)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)

g(1)− g(0) = 12 − 02 = 1, g′(ξ) = 2ξ

整理后即：

f ′(ξ) = 2ξ [f(1)− f(0)]

证毕。

例3：设 f(x) 在 [a, b] 上连续，在 (a, b) 内可导，且 0 < a < b，证明：存

在 ξ ∈ (a, b)，使得：

af(b)− bf(a) = [f(ξ)− ξf ′(ξ)] (a− b)

证明：构造辅助函数 u(x) = f(x)
x 和 v(x) = 1

x，满足柯西中值定理条件，

由柯西中值定理，存在 ξ ∈ (a, b)，使得：

u(b)− u(a)

v(b)− v(a)
=
u′(ξ)

v′(ξ)

经计算得：

u(b)− u(a) =
f(b)

b
− f(a)

a
=
af(b)− bf(a)

ab

v(b)− v(a) =
1

b
− 1

a
=
a− b

ab

u(b)− u(a)

v(b)− v(a)
=

af(b)−bf(a)
ab
a−b
ab

=
af(b)− bf(a)

a− b
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代入 u′(ξ) 和 v′(ξ)：

u′(ξ)

v′(ξ)
=

ξf ′(ξ)−f(ξ)
ξ2

− 1
ξ2

= f(ξ)− ξf ′(ξ)

联立等式得结论，由柯西中值定理：

af(b)− bf(a)

a− b
= f(ξ)− ξf ′(ξ)

整理后即：

af(b)− bf(a) = [f(ξ)− ξf ′(ξ)] (a− b)

证毕。
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Chapter 8

无穷级数

8.1 级数的收敛与发散

定义8.1.1（常数项无穷级数）：数列 {un} 的无穷和
∑∞

n=1 un = u1+ u2+

u3 + · · ·+ un + · · · 称为常数项无穷级数（简称级数）。

定义8.1.2（部分和数列）：级数的前 n 项和 Sn =
∑n

k=1 uk = u1 + u2 +

· · ·+ un 称为部分和，全体部分和构成的数列 {Sn} 称为部分和数列。

定义8.1.3（级数的收敛与发散）：若部分和数列 {Sn} 的极限存在，即
limn→∞ Sn = S（S 为有限数），则称级数

∑∞
n=1 un收敛，且 S 称为级数的和，

记为
∑∞

n=1 un = S。若 limn→∞ Sn不存在（或为 ±∞），则称级数
∑∞

n=1 un发

散。

性质1：若级数
∑∞

n=1 un收敛，k为常数，则级数
∑∞

n=1 kun也收敛，且：

∞∑
n=1

kun = k
∞∑
n=1

un

性质2：若级数
∑∞

n=1 un 和
∑∞

n=1 vn 都收敛，其和分别为 S 和 σ，则级

数
∑∞

n=1(un ± vn) 也收敛，且：

∞∑
n=1

(un ± vn) = S ± σ

性质3：级数
∑∞

n=1 un 与
∑∞

n=k un（k 为正整数）同收敛或同发散。

65
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证明：设原级数部分和为 Sn =
∑n

i=1 ui，去掉前 k 项后的级数部分和为

σn =
∑k+n

i=k+1 ui = Sk+n − Sk。

若 limn→∞ Sn = S，则 limn→∞ σn = S − Sk（存在），故新级数收敛；

若 limn→∞ Sn 不存在，则 limn→∞ σn 也不存在，故新级数发散。

性质4：若级数
∑∞

n=1 un 收敛，任意加括号后得到的新级数（如 (u1 +

u2) + (u3 + u4 + u5) + · · · ）仍收敛，且和与原级数相同。
注意：加括号后的级数收敛，不能推出原级数收敛（即逆命题不成立）。

定理8.1.1（级数收敛的必要条件）：若级数
∑∞

n=1 un 收敛，则其通项的

极限为 0，即：

lim
n→∞

un = 0

证明：由级数收敛，limn→∞ Sn = S 且 limn→∞ Sn−1 = S（n ≥ 2 ）。

通项 un = Sn − Sn−1，故：

lim
n→∞

un = lim
n→∞

(Sn − Sn−1) = S − S = 0

应用：若 limn→∞ un ̸= 0，则级数
∑∞

n=1 un 必发散；

若 limn→∞ un = 0，不能推出级数收敛（如调和级数
∑∞

n=1
1
n 发散，但

limn→∞
1
n = 0 ）。

8.2 正项数列审敛准则

定义8.2.1（正项级数）：若级数
∑∞

n=1 un 的每一项 un ≥ 0，则称其为正

项级数。

正项级数的部分和数列 {Sn}是单调递增数列（因 Sn+1 = Sn+un+1 ≥ Sn

）。

定理8.2.1：正项级数
∑∞

n=1 un（un ≥ 0 ）收敛 ⇐⇒ 其部分和数列 {Sn}
有上界。

比较判别法（不等式形式）：设正项级数
∑∞

n=1 un 和
∑∞

n=1 vn 满足 un ≤
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vn（n ≥ N，N 为某正整数），则：

若
∑∞

n=1 vn 收敛，则
∑∞

n=1 un 收敛；

若
∑∞

n=1 un 发散，则
∑∞

n=1 vn 发散。

推论1：若
∑∞

n=1 un 收敛，且 vn ≤ kun (n ≥ N, k > 0)，则
∑∞

n=1 vn 收

敛。

推论2：若
∑∞

n=1 un 发散，且 kun ≤ vn (n ≥ N, k > 0)，则
∑∞

n=1 vn 发

散。

比较判别法（极限形式）：设正项级数
∑∞

n=1 un和
∑∞

n=1 vn (vn > 0)，且：

lim
n→∞

un
vn

= ρ

则： 1.若 0 < ρ < +∞，两级数同收敛或同发散；

2.若 ρ = 0 且
∑∞

n=1 vn 收敛，则
∑∞

n=1 un 收敛；

3.若 ρ = +∞ 且
∑∞

n=1 vn 发散，则
∑∞

n=1 un 发散。

比值判别法：设正项级数
∑∞

n=1 un，且：

lim
n→∞

un+1

un
= ρ

则： 1.若 ρ < 1，级数收敛；

2.若 ρ > 1（或 ρ = +∞ ），级数发散；

3.若 ρ = 1，判别法失效。

证明：

根值判别法：设正项级数
∑∞

n=1 un，且：

lim
n→∞

n
√
un = ρ

则： 1.若 ρ < 1，级数收敛；

2.若 ρ > 1（或 ρ = +∞ ），级数发散；
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3.若 ρ = 1，判别法失效。

常用级数：

1. 几何级数：
∑∞

n=0 ar
n，当|r| < 1时收敛，且其和为 a

1−r；当|r| ≥ 1时发

散。

2. 调和级数：
∑∞

n=1
1
n 发散。

3. p - 级数：
∑∞

n=1
1
np，当p > 1时收敛，p ≤ 1时发散。

8.3 交错级数及其审敛准则

定义8.3.1（交错级数）：正、负项交替相间的级数称为交错级数。

莱布尼茨（Leibniz）判别法：设交错级数
∑∞

n=1(−1)n−1an（an > 0），满

足条件： 1.an ≥ an+1(n = 1, 2, · · · )； 2.limn→∞ an = 0。则该级数收敛。

证明：先求S2n的极限：

S2n = a1 − (a2 − a3)− (a4 − a5)− · · · − (a2n−2 − a2n−1)− a2n

∀n ∈ N∗，使得an − an+1 ≥ 0，则由上知S2n单调递减且S2n ≤ u1。

此时，S2n → S ≤ u1，故收敛。

类似地，S2n−1 = S2n + a2n → S（当n→ ∞时）。
综上，原交错级数收敛。

定义8.3.2（绝对收敛）：若
∑∞

n=1 |an|收敛，那么
∑∞

n=1 an绝对收敛。

定义8.3.3（条件收敛）：若
∑∞

n=1 |an|发散，但
∑∞

n=1 an收敛，那么
∑∞

n=1 an条

件收敛。

定理8.3.1：若级数
∑∞

n=1 an绝对收敛，则任意交换它的各项次序所得的

新级数也绝对收敛，并且其和不变。

定理8.3.2（乘积收敛性）：若级数
∑∞

n=1 an和
∑∞

n=1 bn都绝对收敛，则他们

各项乘积以任意次序所得级数也绝对收敛，且其和为AB（其中A =
∑∞

n=1 an，

B =
∑∞

n=1 bn ）。
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定理8.3.3（级数重排）：设{un}，记σ : N∗ → N∗为双射，则
∑∞

n=1 uσ(n)为
∑∞

n=1 un的

重排。

例1：证明
∑∞

n=1 un =
∑∞

n=1 uσ(n)，其中un > 0。

证明：令u∗n = uσ(n)，则原命题转化为证明
∑∞

n=1 un =
∑∞

n=1 u
∗
n。

设
∑∞

n=1 un的部分和为Sn，
∑∞

n=1 u
∗
n的部分和为S

∗
n。

对∀ϵ > 0，∃N ∈ N∗足够大，S∗
n各项必出现在Sm中（m足够大）。设limn→∞ Sn =

S，则S∗
n ≤ Sm ≤ S（正项级数）。

又{S∗
n}单调有界，故limn→∞ S∗

n存在，即
∑∞

n=1 u
∗
n ≤ S =

∑∞
n=1 un。

另一方面，将{un}看成{u∗n}的重排，则有
∑∞

n=1 un ≤
∑∞

n=1 u
∗
n。

综上，有
∑∞

n=1 un =
∑∞

n=1 uσ(n)。

例2：设
∑∞

n=1 un绝对收敛，证明
∑∞

n=1 uσ(n)绝对收敛，且
∑∞

n=1 un =
∑∞

n=1 uσ(n)。

证明：
∑∞

n=1 un绝对收敛，即
∑∞

n=1 |un|收敛，由上面结论可得：
∑∞

n=1 |uσ(n)|收

敛，此时
∑∞

n=1 uσ(n)绝对收敛。

令vn =
1
2(un + |un|)，则un = 2vn − |un|。

相应地，有uσ(n) = 2vσ(n) − |uσ(n)|成立。

vn ≥ 0，且vn ∈ {|un|}，
∑∞

n=1 |un|收敛，由比较审敛法知
∑∞

n=1 vn收敛。

又
∑∞

n=1 vn，
∑∞

n=1 |un|都为收敛的正项级数，那么：

∞∑
n=1

uσ(n) = 2
∞∑
n=1

vσ(n) −
∞∑
n=1

|uσ(n)| = 2
∞∑
n=1

vn −
∞∑
n=1

|un| =
∞∑
n=1

un

故
∑∞

n=1 uσ(n) =
∑∞

n=1 un。

重要结论： x
1+x < ln(1 + x) < x

例3：判别级数
∑∞

n=1

(
n

1
n2+1 − 1

)
的敛散性。

解：当x→ 0时，ex − 1 ∼ x，则n
1

n2+1 − 1 = e
lnn
n2+1 − 1 ∼ lnn

n2+1。
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因为limn→∞
lnn
n2+1

1

n
3
2

= limn→∞
lnn·n

3
2

n2+1 = 0（利用极限运算），而级数
∑∞

n=1
1

n
3
2
收

敛（p = 3
2 > 1的p级数），由比较审敛法的极限形式知

∑∞
n=1

lnn
n2+1收敛，所

以
∑∞

n=1

(
n

1
n2+1 − 1

)
收敛。

例4：判别级数
∑∞

n=1 sin(π
√
n2 + α2)的敛散性。

解：sin(π
√
n2 + α2) = sin

(
nπ + π(

√
n2 + α2 − n)

)
= (−1)n sin

(
πα2

√
n2+α2+n

)
当n→ ∞时， πα2

√
n2+α2+n

∼ πα2

2n，sin
(

πα2
√
n2+α2+n

)
∼ πα2

2n ，且sin
(

πα2
√
n2+α2+n

)
单

调递减趋于0 ，由莱布尼茨判别法可知该交错级数收敛。

由比较判别法的极限形式：

lim
n→∞

an
1
n

= lim
n→∞

n · πα
2

2n
=
πα2

2
> 0

得
∑∞

n=1 an 发散。因此，原级数条件收敛。

例5：设级数
∑∞

n=1(an − an−1) 收敛，且
∑∞

n=1 bn 是收敛的正项级数，证

明：级数
∑∞

n=1 anbn 绝对收敛。

证明：设
∑∞

n=1(an − an−1) 的前 n 项和为 Sn，则：

Sn =
n∑
k=1

(ak − ak−1) = an − a0

由收敛性得 an 有界：因
∑∞

n=1(an − an−1) 收敛，设其和为 S，则：

lim
n→∞

Sn = S =⇒ lim
n→∞

an = S + a0

收敛数列必有界，故存在 M > 0，使得对所有 n，有 |an| ≤M。得：

|anbn| ≤M · bn

已知
∑∞

n=1 bn是收敛的正项级数，由比较判别法，
∑∞

n=1 |anbn| =⇒
∑∞

n=1 anbn

绝对收敛。
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习题课

例1：已知 an+1 =
√
6 + an，an ≥ −6，求 limn→∞ an

解：方法 1：

有界性：若 a1 > 3，下面用数学归纳法证明 an > 3。当 n = 1时，a1 > 3

成立。假设当 n = k 时，ak > 3，则当 n = k + 1 时：

ak+1 =
√
6 + ak >

√
6 + 3 = 3

所以由数学归纳法，对任意 n，an > 3，即数列 {an} 有下界 3。

单调性：计算 an+1 − an：

an+1 − an =
√
6 + an − an =

6 + an − a2n√
6 + an + an

=
−(an − 3)(an + 2)√

6 + an + an

因为 an > 3，所以 (an−3)(an+2) > 0，且
√
6 + an+an > 0，故 an+1−an < 0，

即数列 {an} 单调递减。

由单调有界准则，数列 {an}收敛。设 limn→∞ an = A，对 an+1 =
√
6 + an

两边取极限：

A =
√
6 + A

极限 A ≥ 3，所以舍去负根，得 A = 3。
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方法 2：计算 |an+1 − 3|：

|an+1 − 3| =
∣∣√6 + an − 3

∣∣ = |an − 3|√
6 + an + 3

因为 an ≥ −6，当 n 足够大时（或结合前面有界性分析），
√
6 + an + 3 ≥

√
6− 6 + 3 = 3，所以 1√

6+an+3
≤ 1

3，进而有：

|an+1 − 3| ≤ 1

3
|an − 3|

递推可得：

|an+1 − 3| ≤
(
1

3

)n
|a1 − 3|

由夹逼准则，limn→∞
(
1
3

)n |a1−3| = 0，所以 limn→∞ |an−3| = 0，即 limn→∞ an =

3。

例2：求极限：

lim
x→π

2

(1−
√
sin x)(1− 3

√
sin x) · · · (1− n

√
sin x)

(1− sin x)n−1

解：方法 1：等价无穷小替换（换元法）令 t = 1 − sinx，当 x → π
2 时，

t→ 0。当 t→ 0 时，对于任意正整数 k，有：

(1− t)
1
k − 1 ∼ −1

k
t

因此：

1− k
√
sin x = 1− (1− t)

1
k ∼ 1

k
t

分子为多个因子的乘积：

(1−
√
sin x)(1− 3

√
sin x) · · · (1− n

√
sin x) ∼ t

2
· t
3
· · · · · t

n
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分母为 (1− sinx)n−1 = tn−1

因此，原极限可化简为：

lim
x→π

2

tn−1

n!

tn−1
=

1

n!

方法 2：考虑函数 f(x) = x
1
k，利用导数定义：

lim
x→1

f(1)− f(x)

1− x
= f ′(1)

对于单因子 1− k
√
sinx

1−sinx ，令 x = sin x（换元后 x→ 1 当原 x→ π
2），则：

lim
sinx→1

1− k
√
sin x

1− sin x
= lim

u→1

1− u
1
k

1− u
=
(
u

1
k

)′∣∣∣∣
u=1

=
1

k

原极限为 n− 1 个单因子极限的乘积：

lim
x→π

2

n∏
k=2

1− k
√
sin x

1− sin x
=

n∏
k=2

1

k
=

1

2 · 3 · · · · · n
=

1

n!

例3：证明极限 limn→∞
(∑n

k=1
1
k − lnn

)
存在。

证明：方法 1：令 f(x) = lnx，对 f(x) 在区间 [n, n + 1] 上应用拉格朗

日中值定理，存在 ξn ∈ (n, n+ 1)，使得：

ln(n+ 1)− lnn = f ′(ξn) =
1

ξn

由于 ξn ∈ (n, n+ 1)，因此：

1

n+ 1
<

1

ξn
<

1

n
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代入中值定理的结果，得：

1

n+ 1
< ln(n+ 1)− lnn <

1

n

定义数列 Sn =
∑n

k=1
1
k − lnn，分析其单调性：

Sn+1 − Sn =

(
n+1∑
k=1

1

k
− ln(n+ 1)

)
−

(
n∑
k=1

1

k
− lnn

)
=

1

n+ 1
− ln

(
1 +

1

n

)

由不等式 ln
(
1 + 1

n

)
> 1

n+1（因 ln(1 + x) > x
1+x 当 x > 0 ），得：

Sn+1 − Sn =
1

n+ 1
− ln

(
1 +

1

n

)
< 0

因此，数列 {Sn} 单调递减。

由不等式 ln(n+ 1) <
∑n

k=1
1
k（累加

1
k > ln(k + 1)− ln k ），得：

Sn =
n∑
k=1

1

k
− lnn > ln(n+ 1)− lnn > 0

因此，数列 {Sn} 有下界 0。

由单调有界准则，数列 {Sn} 收敛，即：

lim
n→∞

(
n∑
k=1

1

k
− lnn

)
存在
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