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量子物理复习概述 

又名 现代物理基础导论·我要迪士尼 
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波粒二象性的初步提出（PPT10 光子 and 电子） 

光波的相干性—光的波粒二象性 

单个光子与其自身干涉： 

当波与物质相互作用时，在交换能量的瞬间， 能量包立刻显现出来。 

电子的波动性 

德布罗意物质波（物质也具有波动性） 

在玻尔原子模型中，原子中电子的角动量、能量都出现了一些整数，如电子的轨道角

动量 

𝐿 =  𝑚𝑣𝑟 =  𝑛ℏ, 𝑛 =  1,2,3, . .. 

德布罗意把这种整数现象与波的特征联系起来。 

1923 年，德布罗意发表三篇论文：第一篇，《波和量子》，运动粒子总伴随着一列正弦

波，粒子与波永远保持相同的相位。第二篇，《光量子、衍射和干涉》，明确提出相干波的

概念。第三篇，《量子、气体运动理论以及费马原理》，文中阐述了波与粒子的对应关系。

1924 年，他在博士论文中提出，既然光具有波动性和粒子性，那电子也可能具有波动性；

氢原子中电子轨道角动量的量子化反映了电子的波动性。 

波动性应有波动的量来反映。德布罗意假定，对机械能量为 E，动量为 p 和静止质量

为 m0的实物粒子，有相应的波动量频率 v 和波长 λ 与之相联系： 

𝜈 = 𝐸/ℎ

𝜆 = ℎ/𝑝(德布罗意波长公式−−具有动量的物质也具有波长)

𝐸2 = 𝑝2𝑐2 +𝑚0
2𝑐4

 

它们被称为德布罗意关系。 

 从上面式子可看出，实物粒子的波长频率之间的关系： 

𝜈 = √𝑐2/𝜆2 +𝑚0
2𝑐4/ℎ2 =

𝑐

𝜆
√1 +𝑚0

2𝑐2𝜆2/ℎ2 

或用圆频率写出来 

𝜔 = √𝑐2𝑘2 +
𝑚0
2𝑐4

ℏ2
 

此注：你应当掌握的是——德布罗意波长公式的相关计算 
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物质波理论的实验验证 

德布罗意认为这两个波动量描写了一个与实物粒子相联系的波，称为物质波。实物粒

子的粒子性已有大量实验事实支持。1925 年，贝尔实验室，戴维逊与革末利用电子束轰击

金属镍块，证实了实物粒子的波动性。他们用电子束打出了同 X 射线一样的衍射图样，更

精确测出了电子波的波长，定量确认了德布罗意关系式。 

  
如图，左图为电子束衍射图样，右图为 X 射线衍射图样 

此后，还有许多物理学家成功进行实验，验证了物质波的正确性。1961 年，约恩逊成

功进行了第一个电子双缝干涉实验。证实了质子、中子和原子等实物粒子都具有波动性，

并满足德布罗意关系。 

哥本哈根解释理论三支柱&量子力学的四表征（PPT11&12） 

量子力学的第一个表述：海森堡“矩阵力学”（物理学史） 

矩阵力学的创立者海森伯原是索末菲的学生。1922 年 6 月玻尔应邀到哥廷根讲学，索

末菲带领海森伯和泡利一起去听讲。在讲演后的讨论中，海森伯发表的意见引起玻尔的注

意，尔后两人一起散步继续讨论。玻尔对这位年轻的学者印象深刻，邀请他和泡利在适当

的时候到哥本哈根去作研究。1922 年海森伯就去了，开始了他们之间的长期合作。1924 年

海森伯又到哥本哈根跟玻尔和克拉末斯合作研究光的色散理论。 

在研究中，海森伯认识到，不仅描写电子运动的偶极振幅的傅里叶分量的绝对值平方

决定相应辐射的强度，而且振幅本身的位相也是有观察意义的。海森伯由这里出发，假设

电子运动的偶极和多极电矩辐射的经典公式在量子理论中仍然有效。然后运用玻尔的对应

原理，用定态能量差决定的跃迁频率来改写经典理论中电矩的傅里叶展开式。谱线频率和
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谱线强度的振幅都是可观察量。这样，海森伯就不再需要电子轨道等经典概念，代之以频

率和振幅的二维数集。 

但是令海森伯奇怪的是，这样做的结果，计算中的乘法却是不可对易的。当时他还不

知道这就是矩阵运算，于是他把论文拿给他的另一位导师、格丁根大学教授玻恩，请教有

没有发表价值。玻恩开始也感到茫然，经过几天的思索，记起了这正是大学学过的矩阵运

算，认出海森伯用来表示观察量的二维数集正是线性代数中的矩阵。从此以后，海森伯的

新理论就叫“矩阵力学”。 

玻恩认识到海森伯的工作有重要意义，立即推荐发表，并着手运用矩阵方法为新理论

建立一套严密的数学基础。一次偶然的机会，玻恩遇见了年轻的数学家约丹。约丹正是这

方面的内行，欣然应允合作。1925 年 9 月，两人联名发表了《论量子力学》一文，首次给

矩阵力学以严格表述。 

接着，玻恩、约丹和海森伯三人合作，又写了一篇论文，把以前的结果推广到多自由

度和有简并的情况，系统地论述了本征值问题、定态微扰和含时间的定态微扰，导出了动

量和角动量守恒定律，以及强度公式和选择定则，还讨论了塞曼效应等问题，从而奠定了

矩阵力学的基础。 

海森伯等人的工作很快得到了英国剑桥大学狄拉克的响应。1925 年狄拉克得知海森伯

提出了矩阵力学，立即产生了新的想法。他利用哈密顿力学，发现矩阵力学中的对易关系

形式上与经典力学中的泊松括号相当。1925 年 11 月他以《量子力学的基本方程》为题，

运用对应原理，很简单地把经典力学方程改造为量子力学方程。1926 年 1 月又发表《量子

力学和氢原子的初步研究》，建立了一种代数方法，用于氢原子光谱，推导出了巴耳末公式。 

量子力学的第二个表述：波动力学与薛定谔方程（1926） 

薛定谔在德布罗意思想的基础上，1926 年在《量子化就是本征值问题》的论文中，提

出氢原子中电子所遵循的波动方程(薛定谔方程)，并建立了以此为基础的波动力学和量子

力学的近似方法。薛定谔方程在量子力学中占有极其重要的地位，它与经典力学中的牛顿

运动定律的价值相似。薛定谔对原子理论的发展贡献卓著，1933 年与英国物理学家狄拉克

同获诺贝尔物理奖。 

薛定谔方程是描述低速的微观粒子在外力场中运动的波动微分方程。质量 m  的粒子在

外力场中运动，势能函数 V ( r , t ) ，薛定谔方程为（推导不作要求） 

2 2 2

2 2 22

r t
H r t i H V r t

t m x y z

    
 = − + + + 

    

( , )
( , )        = ( , )  

1930 年，狄拉克出版了经典的量子力学教材，两种力学被完美地统一起来。数学上的

一致并不能阻止人们对它进行不同的诠释。 
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波函数的统计解释、不确定性原理、互补原理 是量子力学“哥本哈根解释”的三大支柱。 

“哥本哈根解释”支柱之一：玻恩-波函数的统计解释 

薛定谔说：波函数描述的是电子在空间的分布状态：每当电子高速振动时，它将幻化

为波形阵列舒卷扩散。由于电子总在运动，我们捕捉不到它颗粒状的身影，因而展现在仪

器面前的永远是无数相互纠缠、相互叠加的波，就像一团“云雾”在核子周围翻腾涌动。 

在一般的量子力学问题中，系统的状态可以很复杂。为了描写复杂的状态，我们把在

衍射、干涉中采用的办法直接推广而假定：系统的状态用波函数来完全描写，而波函数是

概率振幅。这是量子力学的第一个假定。把波函数解释为概率振幅，是玻恩在 1926 年提出

来的，称为波函数的概率解释。 

波函数 Ψ(x, y, z, t) 的统计解释 ：“概率云”。波函数模的平方代表某时刻 t 在空间某点 

(x, y, z) 附近单位体积内发现粒子的概率，即 |Ψ|2 代表概率密度。 

“哥本哈根解释”支柱之二：海森堡不确定性原理 

原理内容： 

1. 动量 - 坐标不确定关系 

微观粒子的位置坐标  x 、动量分量  px 不能同时具有确定的值： 

Δ𝑥Δ𝑝𝑥 ≥
ℏ

2
 

2. 能量 - 时间不确定关系 

反映了原子能级宽度△E  和原子在该能级的平均寿命 △t 之间的关系。 

Δ𝐸Δ𝑡 ≥
ℏ

2
 

推导：“海森堡的显微镜”思想实验 

粒子性和不连
续性

海森堡、波恩、
约尔当、玻尔

波动性和连续
性

德布罗意、薛
定谔、爱因斯
坦

矩
阵

力
学

波
动

力
学
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海森堡显微镜是维尔纳·海森堡提出的一项思想实验，它已成为一些普遍持有的量子

力学思想的核心。特别是，它在经典光学原理的基础上为不确定性原理提供了论证。 

推导过程： 

如图所示，显微镜直径为 D，焦距为 F，电子在显微镜前距离 d 处。 

由动量守恒定律： 

ℏ𝑘 + 0 = ℏ𝑘𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑝𝑥 

𝑝𝑥 = ℏ𝑘𝑠𝑖𝑛𝜃 − ℏ𝑘 

由此可知： 

(𝑝𝑥)𝑚𝑖𝑛 = ℏ𝑘 − ℏ𝑘𝑠𝑖𝑛𝜃 

(𝑝𝑥)𝑚𝑎𝑥 = ℏ𝑘 + ℏ𝑘𝑠𝑖𝑛𝜃 

即 

Δ(𝑝𝑥) = 2ℏ𝑘𝑠𝑖𝑛𝜃 

由ℏ𝑘 = ℎ/𝜆，且𝜃角度极小，知 

Δ(𝑝𝑥) ≈ 2
ℎ

𝜆
𝜃 

根据瑞利判据，结合右图，可知： 

𝜃𝑚𝑖𝑛 =
𝜆

𝐷
 

𝜃𝑚𝑖𝑛 ≈ 𝑡𝑎𝑛𝜃𝑚𝑖𝑛 =
Δ𝑥

𝑑
 

得 

Δ𝑥 ≅ 𝑑
𝜆

𝐷
= 𝜆

1

2𝑡𝑎𝑛𝜃
≅
𝜆

2𝜃
 

即 

Δ𝑥 =
𝜆

2𝜃
 

将两式相乘可知： 

Δ𝑥Δ𝑝 ≅
𝜆

2𝜃

2ℎ𝜃

𝜆
≅ ℎ 

又 

Δ𝑥Δ𝑝 ≥
ℎ

4𝜋
=
ℏ

2
 

即得出海森堡不确定原理表达式. 不确定的根源是“波粒二象性”，这是自然界的根本属性。 

 关于海森堡不确定原理，你应当掌握“不确定量”的计算方法： 
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这两个例子对比一下，可以发现：宏观不确定关系不起作用。 

“哥本哈根解释”支柱之三：互补原理 

概述 

在实验上，在微观领域里，仪器与物体的相互作用在原则上是不可避免、不可控制、

也不可被忽略的。在理论上，我们无法区分出测量结果中仪器与物体相互作用的部分。 

不能用同一个实验去测量物体所有的性质。 

互补原理的解释： 

①描述微观物体的行为时，必须同时思考其波动性与粒子性，不可能单独用一种概念

描述整体的量子现象。 

②实验方面，再精致的实验设计，也无法展现出全部量子现象，观测时仪器对物质的

作用是不可避免，不可控制，不可忽略的。 

电子双缝干涉实验：互补原理的体现 

子弹双缝实验 

 

如图，想象一条机枪向一堵开有双缝的不可通过子弹的装甲板连续随机发射子弹。墙

上的双缝的宽度只能恰好让一颗子弹穿过。在这个携带双缝的墙面后方有个布满探测器的

后障。由于子弹与缝的边缘存在空间上的碰撞和相互作用，它们在后障上的具备一定的概

率分布特点。 

首先，遮蔽子弹的缝 2，仅使得缝 1 可以通过子弹，我们可以在后障的探测器上得到

子弹沿𝑥方向的概率分布曲线𝑃1(𝑥)，同理，将缝 1 遮蔽，仅使得缝 2 可以通过子弹。我们

将可以得到与𝑃1(𝑥)关于双缝中心的另一条概率曲线𝑃2(𝑥)。最后，我们将双缝同时打开让

子弹通过，我们得到双缝的概率分布曲线𝑃12(𝑥) 

𝑃12(𝑥) = 𝑃1(𝑥) + 𝑃2(𝑥) 

也就是说，子弹通过双缝的事件相互独立，实验并未显出干涉的结果。 
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水波双缝实验 

 

做完上面有关于子弹的实验后，我们继续同样的场景。如上图，在一个浅水槽中由一

个马达带动震源上下振动发现胡水波，后面同样设置一堵开有双缝的墙，其后又是一道能

吸收波的后障。该后障上布满了检测器。这样，我们就定量地看到到达这道后障的光的强

度分布。 

仿照上面有关于子弹的实验，我们首先将缝 2 遮盖，使得水波全部从缝 1 通过，我们

的到了振幅沿𝑥方向的分布𝐼1(𝑥)。下面，我们将缝 1 遮盖，仅使得水波从缝 2 处通过，我

们得到了另一个强度分布𝐼2(𝑥)。这时，我们如果和子弹实验中概率分布𝑃的函数所比对的

化，会发现，得到的光强𝐼的两条曲线𝐼1(𝑥)和𝐼2(𝑥)与𝑃1(𝑥)，𝑃2(𝑥)具有相同的趋势。 

现在，我们将双缝同时打开，我们得到了一条双缝情形的光强分布曲线𝐼12(𝑥).这时，

我们发现，这条曲线与仅一条缝的曲线的线性叠加大相径庭。令 

𝐴1(𝑥) = |𝐴1(𝑥)|𝑒
𝑖𝜑1(𝑥) 

同理 

𝐴2(𝑥) = |𝐴2(𝑥)|𝑒
𝑖𝜑2(𝑥) 

当两缝同时开放时 

𝐼12(𝑥) = |𝐴1(𝑥) + 𝐴2(𝑥)|
2 

                                             = [𝐴1
∗(𝑥) + 𝐴2

∗(𝑥)] · [𝐴1(𝑥) + 𝐴2(𝑥)] 

= 𝐴1
∗(𝑥)𝐴1(𝑥) + 𝐴2

∗(𝑥)𝐴2(𝑥) + 𝐴1
∗(𝑥)𝐴2(𝑥) + 𝐴1(𝑥)𝐴2

∗(𝑥) 

= |𝐴1(𝑥)|
2 + |𝐴2(𝑥)|

2 + 2|𝐴1(𝑥)| · |𝐴1(𝑥)| · cos[𝜑1(𝑥) − 𝜑2(𝑥)] 

= 𝐼1(𝑥) + 𝐼2(𝑥) + 2√𝐼1(𝑥)𝐼2(𝑥) cos[𝜑1(𝑥) − 𝜑2(𝑥)] 

这便是我们看到的干涉现象。 

电子双缝实验 

如图，现有一个电子枪向开有双缝的屏发射电子，再后面是接受电子的后障。在这个

后障上同样布满了检测器。我们不妨假设这个检测器上链接有电子倍增器和扩音器，使得

当电子击打在接收器上时，实验者都能听到发出的声响。 
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与前面的实验相同，我们将分别将缝 2 和缝 1 遮盖，得到两条分布曲线。这两条分布

曲线与子弹双缝实验所获得的曲线𝑃1(𝑥)和𝑃2(𝑥)具有高度的相似性。同时打开双缝，电子

分布概率曲线则呈现出波动性的干涉特性。 

若在缝后放置一光源，在电子通过缝后探知其轨迹，

电子所形成的概率分布曲线不再呈现出类似波的特点，

而是粒子性的现象。 

 以上描述的是理想实验。直到 1970 年代才有人发

表真实实验的结果，如图所示。随着电子流强的增大，

图样由离散的随机斑点过渡到连续分布的干涉条纹。 

用光束做实验可以得到类似的结果：如果我们可以通过某种手段获得光子的路径信息，

则干涉条纹消失。这是波粒二象性或者玻尔互补原理的核心：当我们不知道具体路径信息

时，电子或光子表现波动性，而当我们知道了具体路径信息后，它们表现为粒子性。 

观测行为： 

观测前：电子的概率在空间中展开 “电子无处不在，而又无处在” 

观测时：电子按照概率分布随机作出一个选择，并以小点的形式出现在感光屏的某处。 

 

量子力学的第四个表述：费曼与费曼路径积分 

出于数学上的好奇，狄拉克试图构造了量子力学中的拉格朗日描述。他在论文中指出

这个作用量在经典和量子世界之间存在着直接的类比。费曼对这个语焉不详的描述发生了

浓厚兴趣，当即在图书馆的一块黑板上进行了演算，发现所谓的“类比”就是简单的正比

关系。由此，他找到了将他和惠勒的电动力学量子化的途径。 

在量子世界里，粒子可以同样地勘测起始两点之间所有可能路径的作用量。但它不再

只是选取作用量最小的那一条而对其它路径视而不见。这时，所有的路径都对粒子的运动

有着贡献，其大小取决于那条路径的作用量。 

 

或者说，粒子还是在按照作用量的大小选择路径。作用量越小的路径“获选”的可能

性越大。作用量大的路径被选上的几率很小，但也不再是零。 

这样，粒子的运动便是这所有可能性的总和或平均。因为这样的路径数目无限地多，

这个加法其实是一个积分。费曼把它称作“路径积分（path integral）”。这依然是他们那个
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“一切都是粒子”的世界，没有场也没有波。但因为不同路径的可能性是一个复数，它们

相加时也不是简单的累计，而是有时相互叠加，有时互相抵消。这样，它们也会在结果中

自然地出现类似波动的干涉、衍射图像，与薛定谔的波函数无异。 

正如最小作用量原理与牛顿动力学方程等价，费曼也证明了他的路径积分与薛定谔方

程完全等价，是继矩阵、波动、算子之后量子力学的第三个表述。 

量子力学的第三个表述：算子力学（主要是狄拉克算符的介绍。） 

从经典光学的马吕斯定律到单光子马吕斯定律 

 

马吕斯定律： 

𝐼𝑇 = 𝐼0cos 
2 𝛼 

由𝐼 = 𝑛ℏ𝜈知 

𝑛𝑇 = 𝑛0cos 
2 𝛼 

What if 光子通过偏振片？ 

单个光子与光束的最大区别：单个光子无法用强度来描述。单个光子要么作为一个整

体通过偏振片，要么完全不通过。→从“强度” 转换为“概率” 

为了描述具有特定偏振方向的单个光子，我们引入态矢量。 

𝑒̂𝛼 = cos𝛼𝑒̂𝐻 + sin 𝛼𝑒̂𝑉 

对于马吕斯定律： 

𝐸⃗ = Ecos𝜶𝑥 + Esin𝜶𝑦  

𝑛⃗ = cos 𝝓𝑥 + sin 𝝓𝑦  

则 

𝑛⃗ ⋅ 𝐸⃗ = (cos 𝝓𝑥 + sin 𝝓𝑦 ) ⋅ (𝑬cos 𝜶𝑥 + 𝑬sin 𝜶𝑦 )
= 𝐸cos (𝛼 − 𝜙)

 

得到马吕斯定律的一般形式： 

𝐼𝑇 =∣ 𝑛⃗ ⋅ 𝐸⃗ ∣
2= 𝐼0cos

2 (𝛼 − 𝜙) 

引入描述光子量子态的记号——狄拉克符号 

狄拉克符号（1939） 

对于态矢量𝑒̂𝛼 = cos𝛼𝑒̂𝐻 + sin𝛼𝑒̂𝑉，可用右矢描述为： 

|𝛼⟩ = cos 𝛼|𝐻⟩ + sin 𝛼|𝑉⟩ 

 矢量的点积： 

⟨𝜙 ∣∣ 𝛼⟩ = ⟨𝜙 ∣ 𝛼⟩ 
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其物理意义是|𝛼⟩态在|𝜙⟩方向的投影。 

那么！偏振方向沿 φ 方向的偏振片可以表示为 

∣ 𝜙⟩ = cos 𝜙 ∣ 𝐻⟩ + sin 𝜙 ∣ 𝑉⟩ 

处于|𝛼⟩态的光子通过处于|𝜙⟩态的偏振片的概率幅 

⟨𝜙|𝛼⟩ = (cos 𝜙⟨𝐻| + sin 𝜙⟨𝑉|)(cos 𝛼|𝐻⟩ + sin 𝛼|𝑉⟩) = cos (𝛼 − 𝜙) 

光子通过偏振片的概率为 

𝑃𝛼 = |⟨𝜙|𝛼⟩|
2 = cos2(𝛼 − 𝜙) 

即为单光子马吕斯定律。 

Further discussions on 波粒二象性（PPT13 光子 and 电子） 

分束器与不相符实验——波粒二象性的一个实验验证 

分束器 

分束器：当光束与镜面成 45º入射时，50%的光线反射，

50%透射。 

5mW 的激光，每秒 1.6*1016 个光子入射， 平均每秒分别

反射和透射 8*1015 个光子。 

量子力学的第一、二个基本原则 

量子力学的第一个基本原则： 

为了计算每个光电倍增管测到光子的概率，首先确定一个复数

的概率幅 

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑟𝑒𝑖𝜑 

一个概率幅乘以它的共轭复数，即为光子被探测到的概率。即

一个事件发生的概率 

𝑃 = |𝑧|2 = 𝑧∗𝑧 = 𝑟2 

设想作为光源的一个激光放置在光电倍增管前方距离为 x 处。

探测到光子的概率为 100%，即 1。 

量子力学的第二个基本原则： 

如果把距离 x 分成两段 x1和 x2: x=x1+x2 

𝑒𝑖𝑘𝑥 = 𝑒𝑖𝑘(𝑥1+𝑥2) = 𝑒𝑖𝑘𝑥1𝑒𝑖𝑘𝑥2 

假如一个过程可以看成是分成几步发生的话——例如一个光子通过 x1 后又通过距离

x2——要得到这个过程的概率幅，只需把过程中的每一步的概率幅相乘在一起： 

𝑧 = 𝑧𝑎𝑧𝑏 
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不相符实验 

 

1986 年，A. Aspect, P. Grangier 和 G. Ｒoger 在实验中中利用激发态 Ca 的级联辐射衰

变来产生单个光子，如图。这个级联辐射衰变放射出两个频率分别为 ν1 和 ν2 的光子，第一

个光子被位于图 2 的闸电光电管探测到，该光子被称为触发光子，然后电子讯号就被送到

接有光电倍增管 PM1 和 PM2的电路，使它们接通一段时间 2τs，其中 τs = 4.7 ns 是图 1 中间

能级的寿命。接通时间如此之短，且光电倍增管与频率为 ν1 的光子的发射同步，因此保证

了每次仅有一个频率为 ν2 的光子被 PM1 和 PM2 中某一光电倍增管所探测到。在单光子源

和光电探测器 PM1 和 PM2之间有一个射束分离器，反射、透射率均为 50%，以保证光子到

达 PM1 和 PM2的概率相等。 

如果光子是经典的波，则光波在射束分离器上，会一分为二，一半反射，一半透

射． 对于大量光子组成的波，可以一部分光子参与反射一部分参与透射，但对于单光子而

言，只能将其一分为二，按照能量守恒定律，反射和透射光子的能量就会比入射的小，而

引起波长增加． 

但事实并不如此，因为反射光与透射光的颜色与入射光是一样的．并且实验显示，

PM1 和 PM2 之中每次只有其中一个，而不是两个同时有记录光子到达的计数显示．日常生

活经验告诉我们，一个粒子应该具有确定的位置，而波才会在空间展开，才会既出现在 

PM1 处又出现在 PM2 处． 上述实验中光子既有可能出现在 PM1 处又有可能出现在 PM2 处，

没有确定的位置; 但又不能在空间展开，不可能同时出现在 PM1 和 PM2 处，因此，被称为

不相符实验．不相符实验证明光子既不是经典的粒子，也不是经典的波，它既作为一个整

体不可分割，在空间又具有一定的分布，因此，具有波粒二象性． 

𝑑𝑡 = 𝑥𝑆𝐴 + 𝑥𝐴𝑡 

𝑑𝑟 = 𝑥𝑆𝐴 + 𝑥𝐴𝑟 

𝑧𝑡 = 𝑒
𝑖𝑘𝑥𝑆𝐴 (

1

√2
)𝑒𝑖𝑘𝑥𝐴𝑡 =

1

√2
𝑒𝑖𝑘𝑑𝑡

𝑧𝑟 = 𝑒
𝑖𝑘𝑥𝑆𝐴 (

𝑒𝑖𝜋

√2
)𝑒𝑖𝑘𝑥𝐴𝑟 =

1

√2
𝑒𝑖𝑘𝑑𝑟

𝑧𝑡
∗𝑧𝑡 = (

1

√2
𝑒−𝑖𝑘𝑑𝑡)(

1

√2
𝑒𝑖𝑘𝑑𝑡) =

1

2

𝑧𝑟
∗𝑧𝑟 = (

1

√2
𝑒−𝑖𝑘𝑑𝑟)(

1

√2
𝑒𝑖𝑘𝑑𝑟) =

1

2

 

𝑧𝑡
∗𝑧𝑡 + 𝑧𝑟

∗𝑧𝑟 = 1 
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单光子干涉，量子力学的第三个基本原则 

将不相符实验做一个简单的改动，即在单光子光源和分束器之间再加入一个分束器和

两个反射平面镜。实验通过移动平面镜 B 的位置改变光子通过其中一路(ABD)的长度，每

次移动 λ/25。 

实验结果再次显示了光的波粒二象

性． 第一，在试验过程中 PM1 和 PM2 一

次只可能接收到一个光子，但 PM1 和 PM2

不可同时接收到光子，显示了光的粒子

性．第二，PM1 和 PM2接收到光子的数量

与分束器 A 与反光镜 B 之间的距离有关，

具体数据如图 4 所示． 

图 4 所示是一个典型的干涉图样，说明了光具有波动性． 这种粒子的干涉性很好的解

释了波函数的叠加原理。 

设光子沿路径 ABD 到达 PM1 和 PM2 的波函数为 

 

Ψ(r) =
1

√2
ei𝜋 (

ei𝜋

√2
)ei𝑘𝑑1 =

1

2
ei𝑘𝑑1 

 式中引入ei𝜋是因为光被反射时引起了 π 相位的突变; 𝑘 =
 2𝜋

𝜆
 是波数，d1 是沿着路线 

ABD 到达 PM1 所通过的路程。 

沿路径 ABD 到达 PM1 的概率为 

𝑃𝐴𝐵𝐷 = Ψ(𝑟)Ψ
∗(𝑟) =

1

√2
ei𝜋(

ei𝜋

√2
)ei𝑘𝑑1

1

√2
e−i𝜋(

e−i𝜋

√2
)e−i𝑘𝑑1 =

1

4

 

同理，沿路径 ACD 到达 PM1 的波函数为 

Ψ′(𝑟) =
1

√2
ei𝜋(

ei𝜋

√2
)ei𝑘𝑑2 

沿路径 ACD 到达 PM1 的概率为 
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𝑃 𝐴𝐶𝐷 = Ψ
′(𝑟)Ψ,∗(𝑟) =

1

√2
ei𝜋(

ei𝜋

√2
)ei𝑘𝑑2

1

√2
e−i𝜋(

e−i𝜋

√2
)e−i𝑘𝑑2 =

1

4

 

光子被 PM1 探测到的概率为 

𝑃1 = 𝑃𝐴𝐵𝐷 + 𝑃 𝐴𝐶𝐷 =
1

4
+
1

4
=
1

2
 

综上推导，无论光子是从 A 到达 B 或者从 A 到达 C，到达光电管 PM1和 PM2的概率

必定各是 50%，并且与反光镜 B 的位置无关，但是此结果与实验完全不符，因此，在量子

理论中概率相加是不成立的。 

这就体现了量子力学的第三个基本原则——态叠加原理：假如一个事件的发生可以通

过多种途径的话（在目前的情况下，就是光所能通过的多条路径），我们就把所有途径的概

率幅加在一起。 

光子经过 C 和 B 到达 D 都是可能的路径，当我们把各种可能的状态加和所得到的方

程作为表示粒子状态的波函数，我们得到光子经过 C 或 B 到达 D 后继而到达 PM1 的波函

数为 

ΨPM1 = 𝐶1Ψ𝐴𝐵𝐷 + 𝐶2Ψ𝐴𝐶𝐷 =
1

2
ei𝑘𝑑1 +

1

2
ei𝑘𝑑2 

光子经过 C 或 B 到达 D 后继而到达 PM1 的概率为 

𝑃1 = ΨPM1ΨPM1
∗ =

(
1

2
ei𝑘𝑑1 +

1

2
ei𝑘𝑑2)(

1

2
e−i𝑘𝑑1 +

1

2
e−i𝑘𝑑2) = cos2 [

𝑘(𝑑1 − 𝑑2)

2
] 

上式结果与实验结果完全吻合，这就说明如果光子在光源和探测器之间存在多个可以

通过的路径，其波函数必须把每一条途径都包含进去。 

延迟选择实验（1979） 

延迟选择思想实验中，对粒子性和波动性的界定被延迟到了测量阶段。包括还是排除

第二个 BS 的决定是在光子进入干涉仪以后才作出的，所以当光子通过第一个 BS 时，它不

可能“知道”接着将会是哪一个实验。因此，光子在实验中既能表现粒子性，又能表现出波

动性。事实上，取决于测量的时间和方式，光也可以同时以这两种形态存在。 

  

排除 BS 包括 BS 
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“任何一种基本量子现象只在其被记录之后才是一种现象”（玻尔），在光子上路之前还

是途中作出决定，这在量子实验中是没有区别的。光子在通过第一个透镜到插入第二个透

镜之间“到底”在哪里，是什么，都是一个无意义的问题，它不是一个“客观真实”！我们不

能改变过去发生的事实，但可以延迟决定过去 “应当”怎样发生。 

电子的波函数理论 

如何将电子（或者有质量的粒子）的波动性和粒子性协调统一到一起？ 如何在考虑波

粒二象性的前提下描述一个存在于有限空间中的局域的粒子？ 

一个局域的粒子可以描述为多个不同波长的波的叠加： 

𝜓1(𝑥) = 𝐴sin ((𝑘 + Δ𝑘)𝑥)
𝜓2(𝑥) = 𝐴sin ((𝑘 − Δ𝑘)𝑥)

 

𝜓(𝑥) = 𝜓1(𝑥) + 𝜓2(𝑥)
= 𝐴sin ((𝑘 + Δ𝑘)𝑥) + 𝐴sin ((𝑘 − Δ𝑘)𝑥)
= 2𝐴sin (𝑘𝑥)cos (Δ𝑘𝑥)

 

为了描述一个局域在很小区域内的单个电子

（或任何粒子），需要的波包是只在一个局域的区域内有值而在其他任何地方值均为零。这

样的波包可以由波长连续分布的一系列波叠加构成，其中心波数为 k，波数分布范围△k。 

随着波的数目的增加，总的波包越来越局域化。当采用连续波长分布，即波的数目无

限大时，对于波数范围△k 的波包，局域在△x=𝜋 /△k。 

𝜓(𝑥) =
1

(2𝜋𝜎2)1/4
𝑒
−
𝑥2

4𝜎2𝑒𝑖𝑘0𝑥 

中心位置在 x =0 宽度为△x = 𝜎的高斯波包,对应

的德布罗意波长为入𝜆 ≅ 2𝜋/𝑘0 

𝜙(𝑘) = (
2𝜎2

𝜋
)1/4𝑒−𝜎

2(𝑘−𝑘0)
2
 

中心波长2𝜋/𝑘0，波长范围为
2𝜋

𝑘0−
∆𝑘

2

到
2𝜋

𝑘0+
∆𝑘

2

 

平均波数𝑘0，对应着一个动量为𝑝0 = ℏ𝑘0的粒子。 

电子双缝干涉：测量的效应 

现象：测量得知电子从哪个缝穿过，则干涉条纹消失 

如图：用光子和透过狭缝的电子作用，通过在不同探测器

记录散射的光子来确定电子的路径(电子从狭缝 1 或狭缝 2 通过) 

对电子：  

𝜓1 =< 𝑥 ∣ 1 >< 1 ∣ 𝑆 >，𝜓2 =< 𝑥 ∣ 2 >< 2 ∣ 𝑆 > 
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对光子，考虑对称性 

𝜑1 =< 𝐷1 ∣ 1 >< 1 ∣ 𝑃 >=< 𝐷2 ∣ 2 >< 2 ∣ 𝑃 > 

𝜑2 =< 𝐷2 ∣ 1 >< 1 ∣ 𝑃 >=< 𝐷1 ∣ 2 >< 2 ∣ 𝑃 > 

探测器 D1 和 D2 无法辨别电子从狭缝 1 和 狭缝 2 通过，即光子的波长很长，探测器 

D1 和 D2 都能探测到散射光子。 

光子被 D1 记录，电子从狭缝 1 到达 x， 波函数 

< 𝑥 ∣ 1 >< 1 ∣ 𝑆 >< 𝐷1 ∣ 1 >< 1 ∣ 𝑃 >= 𝜓1𝜑1 

光子被 D1 记录，电子从狭缝 2 到达 x， 波函数 

< 𝑥 ∣ 2 >< 2 ∣ 𝑆 >< 𝐷1 ∣ 2 >< 2 ∣ 𝑃 >= 𝜓2𝜑2 

光子被 D1 记录，电子到达 x 的波函数 

< 𝑥 ∣ 𝑆 >< 𝐷1 ∣ 𝑃 >= 𝜓1𝜑1 + 𝜓2𝜑2 

光子被 D2 记录，电子从狭缝 1 通过， 波函数 

< 𝑥 ∣ 1 >< 1 ∣ 𝑆 >< 𝐷2 ∣ 1 >< 1 ∣ 𝑃 >= 𝜓1𝜑2 

光子被 D2 记录，电子从狭缝 2 通过， 波函数 

< 𝑥 ∣ 2 >< 2 ∣ 𝑆 >< 𝐷2 ∣ 2 >< 2 ∣ 𝑃 >= 𝜓2𝜑1 

光子被 D2 记录，电子到达 x 的波函数 

< 𝑥 ∣ 𝑆 >< 𝐷2 ∣ 𝑃 >= 𝜓1𝜑2 + 𝜓2𝜑1 

不论光子被 D1 记录还是被 D2 记录，电子到达 x 的概率 

| < 𝑥 ∣ 𝑆 > |2 = | < 𝑥 ∣ 𝑆 >< 𝐷1 ∣ 𝑃 > |
2 + | < 𝑥 ∣ 𝑆 >< 𝐷2 ∣ 𝑃 > |

2

= |𝜓1𝜑1 +𝜓2𝜑2|
2 + |𝜓1𝜑2 + 𝜓2𝜑1|

2

= (|𝜓1|
2 + |𝜓2|

2)(|𝜑1|
2 + |𝜑2|

2) + (𝜓1
∗𝜓2 + 𝜓1𝜓2

∗)(𝜑1
∗𝜑2 + 𝜑1𝜑2

∗)

 

探测器 D1 和 D2 的光子无法辨别电子从狭缝 1 和狭缝 2 通过， 屏幕上出现电子的干涉

条纹，完全无法区分，即𝜑1 = 𝜑2 

| < 𝑥 ∣ 𝑆 > |2 = 2 ∣ 𝜓1 + 𝜓2 ∣
2∣ 𝜑1 ∣

2（拆项之后有干涉项，所以有干涉条纹） 

 

若光子的波长很短，从光子被 D1(D2)记录可辨别电子从狭缝 1 (狭缝 2)通过，光子和

从狭缝 2(狭缝 1)的电子散射再跑到 D1(D2)的概率很小，即 

𝜑2 → 0 

电子到达 x 的概率 

| < 𝑥 ∣ 𝑆 > |2 → (|𝜓1|
2 + |𝜓2|

2)|𝜑1|
2（拆项之后无干涉项，所以无干涉条纹） 

也即若光子的波长很短，足以从光子被探测器 D1 或 D2 记录来辨别电子从狭缝 1 或狭

缝 2 通过，屏幕上电子的干涉条纹将消失。 

通俗的说，人们不知道电子的路径，即不知道从狭缝 1(狭缝 2)通过，屏幕上干涉条纹

出现，人们通过测量知道电子的路径时，干涉条纹消失。可见人们的测量行为会影响(改变)

测量的结果。 

玻色-爱因斯坦凝聚（1925）——电子波动性的证明 

玻色-爱因斯坦凝聚是电子波动性的例证，解释：温度低，原子动量小，根据λ=h/p,波

长大（原子占据体积变大，大于空间中分配的平均体积），波之间相互干涉，发生谐振。 
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公式推导： 

将原子想象成球体： 

𝑟 ≈
𝜆𝑑𝐵
2
=

ℎ

2𝑚𝜈
 

凝聚的临界条件（原子的总体积大于空间体积）： 

4𝜋

3
(
ℎ

2𝑚𝜈
)
3

>
𝑉

𝑁
 

结合 

1

2
𝒎𝜈2 =

3

2
𝒌𝐵𝑻 

可推出临界温度： 

𝑇𝑐 ≅ (
𝜋𝑁

6𝑉
)

2
3 ℎ2

3𝑚𝑘𝐵
 

即 

𝑇𝑐 ≅ 3.3125(
𝑁

𝑉
)

2
3 ℏ2

𝑚𝑘𝐵
~500𝑛𝐾 − 2𝜇𝐾 

玻色-爱因斯坦凝聚图示： 

 

由哥本哈根解释引出的思考（PPT14） 

爱因斯坦始终拥护因果论，而质疑量子论。因此他多次对哥本哈根学派展开攻击！此

外，薛定谔、惠勒等科学家提出的问题与实验等又延拓了量子的理论。 

1927 第五届索尔维会议 

会议主题：“电子和光子”  

劳伦斯•布拉格 X 射线的实验 

康普顿 康普顿实验及其和经典电磁理论的不一致 

德布罗意 粒子的德布罗意波 

file://///upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/af/Bose_Einstein_condensate.png
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波恩和海森堡 量子力学的矩阵理论 

薛定谔 波动力学 

玻尔 量子公设和原子新理论；互补原理 

第一种观点：这里没有“一个电子”， 只有“一团电子云”，是一个空间中的实在，为德布罗

意-薛定谔波所描述； 

第二种观点：的确有一个电子，而 Ψ 是它的“概率分布”，电子本身不扩散到空中，而是它

的概率波。 

爱因斯坦承认观点 II 比观点 I 更加完备，但仍不得不反对观点 II，因为这种随机性表

明，同一个过程会产生许多不同的结果。则感应屏上的许多区域就要同时对电子的观测作

出反应，这似乎暗示了一种超距作用，从而违背相对论。 

1930 第六届索尔维会议：爱因斯坦光箱实验 

光箱的设计： 

把光子箱中装有一定数量的放射性物质，下面放一只钟作为

计时控制器，它能在某一时刻将盒子右上方的小洞打开，放出一

个光子，这样光子跑出来的时间就能从计时钟上准确获知。少了

一个粒子，小盒的重量差则可由小盒左方的计量尺和下面的砝码

准确地反映出来，根据爱因斯坦质能公式 E＝mc2，质量的减少可

以折合成能量的减少；因此，放出一个粒子准确的时间和能量都

能准确测得，盒子里的时钟定时后，在适当的时刻打开挡板。 

玻尔的回应： 

玻尔请大家回忆爱因斯坦创立的广义相对论。在爱因斯坦的广义相对论中，一个重要

的成果是引力的"时钟的延迟效应"，也就是在引力场越强的地方，时钟越慢。如果一只钟

挂在天花板上，另一只钟放在地板上，地板上的钟要比天花板上的钟慢 3×10-16秒。 

玻尔抓住了这个细节。当"光盒子"失去一个光子时，因为失去一份能量，质量也随之

减轻，盒子必然上升，事先与实验室钟表调整好同步的钟就失去了同步，因而不可能精确

测量光子逃逸出去的时间，所以能量与时间不可能同时测准，又会导出测不准关系。可见，

如果用这套装置来精确测定粒子的能量，就不能准确控制粒子跑出的时间。 

1935 EPR佯谬 

EPR 佯谬-Einstein-Podolsky-Rosen 佯谬——爱因斯坦对哥本哈根派发起的最后一次攻击 

EPR的攻击：超光速通信违背了相对论原理 

如果自旋方向在观测的那一刻才决定，则 A 与 B 必须同时做出反应，不管其间相距多

远。它们怎么能做到及时的相互通信？爱因斯坦等人认为，既然不可能由超过光速的信号

传播，那么量子论所说的粒子在观测时才变成真实的说法显然违背了相对论的原理，其中

涉及了瞬间传播的信号。唯一的可能是两个粒子从分离的那一刹那，其状态已经客观的确

定了，就像在经典世界中所描绘的那样。 
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哥本哈根学派的回应：坍缩前只有“一个粒子” 

在观测前“现实”中并不存在两个自旋的粒子，自旋只有和观测联系起来才有意义，在

那之前两个粒子只能看成“一个整体”。 

爱因斯坦不言而喻的假定，EPR 实验中的两个粒子在观察前，分别都有个“客观”的自

旋状态存在，就算是概率混合，但粒子客观地存在于那里。 

玻尔认为，当没有观测的时候，不存在一个客观独立的世界，所谓“实在”只有和观测

手段连起来讲才有意义。在观测之前，并没有“两个粒子”，而只有“一个粒子”。 

A 和 B“本来”没有自旋，直到我们采用某种方式观测了它们之后，所谓的“自旋”才具

有物理意义，两个粒子才变成真实，变成客观独立的存在。但在那之前，它们仍然是互相

联系的一个虚无的整体，对于其中任一个的观察必定扰动另一个的状态。并不存在超光速 

的信号，两个遥远的、具有相反自旋的粒子本是协调的一体，之间无须传递什么信号。其

实是这个系统没有实在性（reality），而不是没有定域性 （locality）。 

1935 薛定谔的猫 

冯·诺依曼的无限复归 

冯诺伊曼提出，如果用仪器观测，仪器本身的干扰便会掺杂进去，被观测物的状态虽

然坍缩了，但是仪器此时又处于不确定状态了，如果再用一个仪器去观测这个仪器，这个

链条最后一端的仪器总是处于不确定状态中，这被称为＂无限复归＂。如果把测量的仪器

加入这个大系统，那么这个系统变从未坍缩过。那是什么导致我们看到实验最终确定的结

果呢？难道是我们的自由意识？ 

  

“维格纳的朋友” 

尤金·维格纳认为意识在触动波函数中担当了重要的角色。他提出一个思维实验，被

称为“维格纳的朋友”。他想象在薛定谔的猫系统中，某个熟人戴着防毒面罩在猫的旁边观
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察这只猫，而维格纳则不在这个房间中。对于维格纳而言，他可以假设箱子处于活猫/开心

的朋友，和死猫/伤心的朋友。但是当维格纳事后询问他的朋友时，后者一定会否认这种叠

加状态。所以维格纳总结到，当他的朋友，或者是有意识的人参与到这个系统中时，叠加

态便不适用了。 

 

1979 惠勒延迟选择实验与“参与性宇宙”模型 

宇宙的历史，可以在它实际发生后才被决定究竟是如何发生的。 这样一来，宇宙本身

是由一个有意识的观测者创造出来，也是有可能的事情。 虽然宇宙的行为在理论上来讲已

经存在了几百亿年，但某种延迟使得它直到被一个高级生物观测后才成为确定的事实。 我

们的观测行为本身参与了宇宙的创造过程。 这就是所谓的“参与性宇宙模型”。 

“多世界解释” 

“平行宇宙”：高维“母宇宙”在三维世界投影的“子宇宙” 

 

“量子永生” 
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量子叠加与量子纠缠（PPT15） 

相干叠加态 

量子的相干叠加态： 

|𝛼〉 = cos𝛼|𝐻〉 + sin𝛼|𝑉〉 

考虑将|𝐻〉与|𝑉〉这一对基组变换为|+〉与|−〉： 

|+〉 =
1

√2
(|𝑉〉 + |𝐻〉)

|−〉 =
1

√2
(|𝑉〉 − |𝐻〉)

 

即得 

|𝑉〉 =
1

√2
(|+〉 + |−〉)

|𝐻〉 =
1

√2
(|+〉 − |−〉)

 

用|+〉与|−〉基组表示|𝛼〉 

|𝛼〉 = cos𝛽|+〉 + sin𝛽|−〉 

得 

cos𝛽 =
1

√2
(sin𝛼 + cos𝛼)

sin𝛽 =
1

√2
(sin𝛼 − cos𝛼)

 

如果我们在(H,V)基组下测量光子的偏振，则输出为|𝐻〉或|𝑉〉，对应的概率分别为

cos2α 和 sin2α。但是，如果我们在(+,-)基组下测量光子的偏振，则输出为|+〉或|−〉，对应

的概率分别为 cos2β 和 sin2β。这说明观测装置决定实验结果。 

 

能否用两个偏振|↑>和|↗>描述同一光子？否。 

玻尔互补原理的一个的例子：如果对其中一个观测值的精确认识意味着衡量另一个观

测值的所有可能结果具有完全相同的概率，那么这两个观测值就是互补的。级联 Stern-

Gerlach 实验就是一个具体的粒子： 
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级联 Stern-Gerlach 实验1 

 

级联斯特恩-盖拉赫实验，我们一共做了三次。 

第一次实验： 

我们让银原子通过 z 方向的不均匀磁场，银原子分裂成了两束。然后，我们把下面那

一束挡住，让上面那一束再次经过 z 方向不均匀磁场。 

结果是，第一次通过 z 方向磁场的银原子，再次立马通过 z 方向磁场，银原子依然只

有一束，并没有再次分裂成两束。银原子第二次没有分裂成两束，意味着银原子们第二次

只受到了一个力的作用。只受到一个力，自然就意味着第二次银原子角动量的取值，只有

一个。这就说明，一开始银原子在 z 方向的角动量可以取两个值，经过第一个 z 方向磁场

以后，上面一束银原子的角动量在 z 方向上就只能取一个值了。这样，它们在第二次通过

z 方向磁场时，才能不分裂为两束。 

第二次实验： 

跟实验一不同，银原子第一次通过 z 方向的磁场分裂成两束后，再次通过的磁场是 x

方向的。结果是，银原子经过第二个 x 方向的磁场时，又再次分裂成了两束。这意味着通

过第二个磁场的时候，银原子在 x 方向上的角动量可以取两个值。 

第三次实验 

在实验二的基础上，我们又加了一个 z 方向的磁场。经过了一次 z 方向磁场，一次 x

方向磁场之后，再让一束银原子再次经过 z 方向的磁场，结果是，银原子在 z 方向又分裂

成了两束。 

那么，银原子在 z 方向的自旋状态为什么会改变呢？状态改变了，当然是受到了其它

因素的影响，受什么影响呢？我们再看看第一组级联斯特恩-盖拉赫实验：如果银原子通过

 
1 可参考：什么是量子力学？——框架篇（上） - 哔哩哔哩 (bilibili.com) 

https://www.bilibili.com/read/cv15052125/
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z 方向磁场后发生了分裂，我们让其中一束再次通过 z 方向磁场，它是不会分裂的。 

 

但是，到了第三组实验，我们只不过在第一组实验的两个 z 方向磁场之间再加了一个

x 方向磁场，然后，第二次通过 z 方向磁场的银原子就分裂了。第一组没分裂，中间加了

一个 x 方向磁场（第三组）以后就分裂了，这样一对比就会发现：能够影响银原子 z 方向

自旋状态的，就只可能是中间测量银原子在 x 方向自旋这个操作了。 

如果我们想描述斯特恩-盖拉赫实验，就必须发展一套全新的力学体系，因为这个实验

展现出来的特性已经跟经典力学的根本观念发生了冲突。在这种全新的力学体系里，“测量”

将具有完全不同于它在经典力学里的含义，它不再是简简单单地把某个确定的值读出来，

而是会改变系统的状态，会参与到系统的演化中去。 

 

我们不能再非黑即白地看待银原子的自旋。你不能认为一个银原子要么自旋向上，要

么自旋向下，它也可以同时具备这两种状态，处于它们的叠加态。你去测量银原子的自旋，

结果就既可能自旋向上，也可能自旋向下，一人分饰二角。只有这样，我们才能既满足

“所有银原子的状态都一样”（都是自旋向上和自旋向下的叠加态），又满足“包含自旋向

上和自旋向下两种状态”，从而解开上面的死结。  

在第三组实验里，通过 x 方向磁场的银原子接下来会第二次通过 z 方向磁场，并且发

生分裂。银原子通过第二个 z 方向磁场后分裂了，就说明银原子在通过第二个 z 方向磁场

前必然是处于 z 方向的自旋叠加态。而通过第二个 z 方向磁场前跟通过 x 方向磁场后是同

一时刻，于是，在通过 x 方向磁场前后，银原子在 z 方向的自旋状态也都清楚了：通过 x

方向磁场前，银原子处于 z 方向自旋向上本征态；通过 x 方向磁场后（第二个 z 方向磁场

前），银原子处于 z 方向的自旋叠加态。 

也就是说，测量银原子 x 方向的自旋（通过 x 方向磁场），不仅让银原子在 x 方向上从

叠加态变成了本征态，也让银原子在 z 方向上从自旋向上本征态变成了叠加态。  

 

量子纠缠 

两个或多个粒子经过短暂耦合之后，不论它们相隔多远，单独搅扰其中任意一个，将

不可避免地影响到其他粒子。被拟人化的叫做“量子纠缠”。 

量子纠缠——薛定谔在阅读 EPR 论文之后，形容两个暂时耦合的粒子，不再耦合之后

彼此之间依旧维持的关联。量子纠缠不只是量子力学的某个很有意思的性质，而是量子力

学的特征性质；量子纠缠在量子力学与经典思路之间做了一个完全切割。（量子纠缠似乎违

反在相对论中对于信息传递所设定的速度极限。后来，爱因斯坦更讥讽量子纠缠为鬼魅般

的超距作用。） 

分离态和纠缠态的概念： 

分离态可以写成两个光子的独立状态的乘积，即： 

|𝜓𝐴𝐵〉 = |𝜓𝐴〉|𝜓𝐵〉 

比如 
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|𝜓𝐴𝐵〉 =
1

√2
(|𝑉𝐴〉|𝑉𝐵〉 + |𝑉𝐴〉|𝐻𝐵〉) = |𝑉𝐴〉[

1

√2
(|𝑉𝐵〉 + |𝐻𝐵〉)] 

|𝜓𝐴𝐵〉可以写成两个光子的独立状态的乘积： 

|𝜓𝐴〉 = |𝑉𝐴〉

|𝜓𝐵〉 =
1

√2
(|𝑉𝐵〉 + |𝐻𝐵〉)

 

纠缠态不能写成两个光子的独立状态的乘积，即： 

|𝜓𝐴𝐵〉 ≠ |𝜓𝐴〉|𝜓𝐵〉 

比如 

|𝜓𝐴𝐵〉 =
1

√2
(|𝐻𝐴〉|𝑉𝐵〉 + |𝑉𝐴〉|𝐻𝐵〉) 

无法写成两个光子的独立状态的乘积。且无论如何引入坐标变换，都不能。比如可以

引入如下的坐标变换 

|𝑉〉 =
1

√2
(|+〉 + |−〉) 

|𝐻〉 =
1

√2
(|+〉 − |−〉) 

得 

|𝜓𝐴𝐵〉 =
1

2
[|+𝐴〉(|𝑉𝐵〉 + |𝐻𝐵〉) + |−𝐴〉(|𝐻𝐵〉 − |𝑉𝐵〉)] 

还是无法写出两个光子的独立状态的乘积。当然，也可以用反证法证明|𝜓𝐴𝐵〉无论如何

不能写成两个光子的独立状态的乘积：假设以上状态是可分离态，即 

|𝜓𝐴𝐵〉 = |𝜓𝐴〉|𝜓𝐵〉 

不妨设 

|𝜓𝐴〉 = 𝑐1|𝑉𝐴〉 + 𝑐2|𝐻𝐴〉

|𝜓𝐵〉 = 𝑑1|𝑉𝐵〉 + 𝑑2|𝐻𝐵〉
 

其中 

|𝑐1|
2 + |𝑐2|

2 = 1

|𝑑1|
2 + |𝑑2|

2 = 1
 

如果是可分离态，则 

1

√2
(|𝐻𝐴〉|𝑉𝐵〉 + |𝑉𝐴〉|𝐻𝐵〉 = (𝑐1|𝑉𝐴〉 + 𝑐2|𝐻𝐴〉)(𝑑1|𝑉𝐵〉 + 𝑑2|𝐻𝐵〉) 

以上等式只在如下条件下成立 

𝑐1𝑑2 = 𝑐2𝑑1 =
1

√2
𝑐1𝑑1 = 𝑐2𝑑2 = 0

 

两条件不可能同时成立！因此，假设不成立。则 AB 处于纠缠态。 

纠缠度 C 与贝尔态 

对于光子 1 和光子 2，其所有可能的状态： 

|01, 02〉, |01, 12〉, |11, 02〉, |11, 12〉 

则光子 1 和 2 的状态则为叠加态 
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|𝜓12〉 = 𝑐00|01, 02〉 + 𝑐01|01, 12〉 + 𝑐10|11, 02〉 + 𝑐11|11, 12〉 

其中四个系数是待定的概率幅，满足 

|𝑐00|
2 + |𝑐01|

2 + |𝑐10|
2 + |𝑐11|

2 = 1 

物理意义是双粒子状态的联合测量概率 

𝑃(01, 02) = 〈01, 02|𝜓12〉
2 = |𝑐00|

2

𝑃(01, 12) = 〈01, 12|𝜓12〉
2 = |𝑐01|

2

𝑃(11, 02) = 〈11, 02|𝜓12〉
2 = |𝑐10|

2

𝑃(11, 12) = 〈11, 12|𝜓12〉
2 = |𝑐11|

2

 

则对于单光子的不同状态 

𝑃(01) = 𝑃(01, 02) + 𝑃(01, 12) = |𝑐00|
2 + |𝑐01|

2

𝑃(11) = 𝑃(11, 02) + 𝑃(11, 12) = |𝑐10|
2 + |𝑐11|

2

𝑃(02) = 𝑃(01, 02) + 𝑃(11, 02) = |𝑐00|
2 + |𝑐10|

2

𝑃(12) = 𝑃(01, 12) + 𝑃(11, 12) = |𝑐01|
2 + |𝑐11|

2

 

那么什么条件以下|𝜓12〉是纠缠态？ 

我们定义 C (concurrence)，纠缠的度量 

𝐶 = 2|𝑐00𝑐11 − 𝑐01𝑐10| 

当且仅当 C>0 时，两粒子处于纠缠态。 

当 C=0 时，两粒子是不纠缠的，或者可分离的。 

当 C=1 时，两粒子最大纠缠。——两粒子的最大纠缠态：贝尔基态/贝尔态： 

|𝐵00(1,2)〉 =
1

√2
(|01, 02〉 + |11, 12〉)

|𝐵01(1,2)〉 =
1

√2
(|01, 12〉 + |11, 02〉)

|𝐵10(1,2)〉 =
1

√2
(|01, 02〉 − |11, 12〉)

|𝐵11(1,2)〉 =
1

√2
(|01, 12〉 − |11, 02〉)

 

这些状态都是相互正交的。贝尔态的一个重要意义是我们可以把一般的纠缠态写成贝

尔态的线性叠加。 

量子隐形传态 

 

第一步：纠缠态制备——制备贝尔基态 

|𝐵00(𝐵, 𝐶)〉 =
1

√2
[|0𝐵 , 0𝐶〉 + |1𝐵, 1𝐶〉] 
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|𝜓(𝐴, 𝐵, 𝐶)〉 = |𝜓(𝐴)〉|𝐵00(𝐵, 𝐶)〉 

=
1

√2
[𝑐0(|0𝐴, 0𝐵 , 0𝐶〉 + |0𝐴, 1𝐵, 1𝐶〉) + 𝑐1(|1𝐴, 0𝐵, 0𝐶〉 + |1𝐴, 1𝐵 , 1𝐶〉) 

|0𝐴, 0𝐵〉 =
1

√2
[|𝐵00(𝐴, 𝐵)〉 + |𝐵10(𝐴, 𝐵)〉]

|0𝐴, 1𝐵〉 =
1

√2
[|𝐵01(𝐴, 𝐵)〉 + |𝐵11(𝐴, 𝐵)〉]

|1𝐴, 0𝐵〉 =
1

√2
[|𝐵01(𝐴, 𝐵)〉 − |𝐵11(𝐴, 𝐵)〉]

|1𝐴, 1𝐵〉 =
1

√2
[|𝐵00(𝐴, 𝐵)〉 − |𝐵10(𝐴, 𝐵)〉]

 

代入贝尔基态表示 

|𝜓(𝐴, 𝐵, 𝐶)〉 =
1

2
[|𝐵00(𝐴, 𝐵)〉(𝑐0|0𝐶〉 + 𝑐1|1𝐶〉)

+|𝐵01(𝐴, 𝐵)〉(𝑐0|1𝐶〉 + 𝑐1|0𝐶〉)

+|𝐵10(𝐴, 𝐵)〉(𝑐0|0𝐶〉 − 𝑐1|1𝐶〉)

+|𝐵11(𝐴, 𝐵)〉(𝑐0|1𝐶〉 − 𝑐1|0𝐶〉)]

 

第二、三步：用贝尔基组联合测量 A 和 B ；Alice 与 Bob 经典信道告知结果（基矢和

结果） 

|𝐵00(𝐴, 𝐵)〉 → 𝑐0|0𝑐〉 + 𝑐1|1𝑐〉 

发现 C 光子与 A 光子同构，实现了量子叠加态的传输。而 

|𝐵01(𝐴, 𝐵)〉 → 𝑐0|1𝑐〉 + 𝑐1|0𝑐〉 

|𝐵10(𝐴, 𝐵)〉 → 𝑐0|0𝑐〉 − 𝑐1|1𝑐〉 

|𝐵11(𝐴, 𝐵)〉 → 𝑐0|1𝑐〉 − 𝑐1|0𝑐〉 

是 C 的叠加态通过幅度转换或/和相位转换实现的。 

幅度转换：|0𝑐〉 → |1𝑐〉, |1𝑐〉 → |0𝑐〉  

相位转换：|0𝑐〉 → |0𝑐〉, |1𝑐〉 → −|1𝑐〉  

在隐形传态过程中使用的重要资源是量子纠缠。测量时，C 光子坍缩成与 A 同构的本

征态。但由于可能的幅度/相位转换的存在，需要通信以使得 Bob 得知具体的状态。隐形传

态过程中，B 光子只起到辅助的作用。并且 c0和 c1在传态过程中始终保密，这种特性可用

于保密学。 

⚫ 首先，我们注意到传送信息的过程不能超过光速。物理信息的传递需要载体—经典信

道 Classical transmission 

⚫ 第二点是，在传送过程中，状态在 Alice 端被破坏，同时在 Bob 端被创建。但这并不

是量子复制！ 

不可克隆定理与量子复制（PPT16） 

海森堡的测不准关系和玻尔的互补原理构成了量子力学的基础。在不破坏原始状态的

情况下，是否有可能制造出一个未知量子态的完美拷贝或克隆？如果这成为可能，那么我

们就可以复制尽可能多的量子态。我们就可以用任意精度测量任何变量，从而违反海森堡
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测不准关系和互补原理。（有了多个一样的量子，多次测量求平均值就可以测出准确的 x 和

p） 

克隆与超光速通信 

如果我们能复制出量子态的相同副本，那么我们就可以实现比光速更快的超光速通信。

根据爱因斯坦的相对论，任何信息的传输速度都不可能超过光速。也即，我们无法完美复

制量子态。 

对于叠加态，选取两个共轭基：{|→⟩，|↑⟩}和{|↗⟩,|↖⟩} 

|𝜓𝐴𝐵〉 =
1

√2
(|→𝐴〉|↑𝐵〉 + |↑𝐴〉|→𝐵〉) 

|𝜓𝐴𝐵〉 =
1

√2
(|↗𝐴〉|↗𝐵〉 − |↖𝐴〉|↖𝐵〉) 

如果 Alice 想要传输一个“0”，她在{|→⟩，|↑⟩}的基上测量她的光子。 

|→𝐴〉 ⇒ 〈→𝐴 |𝜓𝐴𝐵〉 = |↑𝐵〉 

|↑𝐴〉 ⇒ 〈↑𝐴 |𝜓𝐴𝐵〉 = |→𝐵〉 

如果 Alice 想要传输一个“1”，她在{|↗⟩,|↖⟩}的基上测量她的光子。 

|↗𝐴〉 ⇒ 〈↗𝐴 |𝜓𝐴𝐵〉 = |↗𝐵〉 

|↖𝐴〉 ⇒ 〈↖𝐴 |𝜓𝐴𝐵〉 = |↖𝐵〉 

Alice 测量完光子的偏振后，Bob 的状态会根据 Alice 的选择而变为一种状态。鲍勃的

策略是： 

第一步，克隆他的光子，并制作大量相同的副本。 

第二步，他将对所有克隆的光子进行{|→⟩，|↑⟩}测量。 

若 Alice 发送“0”，即以{|→⟩，|↑⟩}为基测量光子：Bob 在{|→⟩，|↑⟩}的基上测量他

所有的克隆光子，结果都将是|↑B⟩。 

若 Alice 发送“1”，即以{|↗⟩,|↖⟩}为基测量光子：Bob 在{|→⟩，|↑⟩}的基上测量他所

有的克隆光子，结果将是{|→ B ⟩，|↑ B ⟩各 50%。Bob 在{|↗⟩,|↖⟩}的基上测量他所有的克

隆光子，结果都将是|↗ B ⟩。 

量子不可克隆原理 

首先我们假设：在量子信息中给出 Cloning Machine 的定义：克隆机器是满足某种操作

的幺正变换 U：这种变换为： 

𝑈𝑐𝑙𝑜𝑛𝑒|𝜓〉|0〉 = |𝜓〉|𝜓〉 

 

令空白比特为|0⟩,目标比特为|0⟩或者|1⟩，copy machine 要满足以下关系： 

𝑈|0⟩|0⟩ = |0⟩|0⟩；𝑈|1⟩|0⟩ = |1⟩|1⟩ 

对任意的|𝜙⟩ = 𝑎|0⟩ + 𝑏|1⟩ ∈ 𝐻,有归一化条件： |a|2+|b|2=1 



A Material Compiled By Z.X. Chen and Z.Z. Gao 

 29 / 35 

 

𝑈|𝜙⟩|0⟩ = 𝑈(𝑎|0⟩ + 𝑏|1⟩)|0⟩ = 𝑎𝑈|0⟩|0⟩ + 𝑏𝑈|1⟩|0⟩ 

= 𝑎|0⟩|0⟩ + 𝑏|1⟩|1⟩      

根据 copy machine 定义，有： 

𝑈|𝜙⟩|0⟩ = |𝜙⟩|𝜙⟩ = (𝑎|0⟩ + 𝑏|1⟩)(𝑎|0⟩ + 𝑏|1⟩)  

= 𝑎2|0⟩|0⟩ + 𝑏2|1⟩|1⟩ + 𝑎𝑏|0⟩|1⟩ + 𝑎𝑏|1⟩|0⟩ 

显然二结果并不相符，克隆不可能实现。 

量子复制与保真度 F 

如果我们不能精确地复制量子态，我们能多大程度上复制一个任意态？ 

定义保真度 

𝐹 = |〈𝜙|𝜓〉|2 

衡量复制的有多好的标准。 

 如果我们想将状态| 0⟩复制到另一个状态| 𝜙 ⟩上，那么|⟨𝜙 |0⟩| 2是对复制质量的度量。 

|𝜙〉 = cos𝜃|0〉 + sin𝜃|1〉

𝐹 = |〈𝜙|0〉|2 = cos2𝜃
 

考虑将一个系统的状态（如光子）复制到另一个系统。原始状态的质量降低，使得两

个系统的质量相同。将原件复制到空白页上。复印机准备两份相同的复制件，使两份的质

量都低于原件。 

|𝜙1〉 = cos𝜃|01〉 + sin𝜃|11〉 

𝑈𝑐𝑙𝑜𝑛𝑒|𝜙1〉|02〉 = |𝜓1〉|𝜓2〉 

为了获得最大的保真度，我们需要一个辅助系统 3，初态| 03⟩。则系统初态 

|𝛷123〉 = |𝜙1〉|02〉|03〉 = cos𝜃|01〉|02〉|03〉 + sin𝜃|11〉|02〉|03〉 

可通过以下量子变换获得保真度最高的复印机： 

𝑈𝑐𝑙𝑜𝑛𝑒|01〉|02〉|03〉 = √
2

3
|01〉|02〉|03〉 −

1

√6
(|01〉|12〉|13〉 + |11〉|02〉|13〉) 

𝑈𝑐𝑙𝑜𝑛𝑒|11〉|02〉|03〉 = −√
2

3
|11〉|12〉|13〉 +

1

√6
(|01〉|12〉|03〉 + |11〉|02〉|03〉) 

代入上述变换可得： 

|𝛹123〉 = 𝑈𝑐𝑜𝑝𝑦|𝛷123〉 = 𝑈𝑐𝑜𝑝𝑦|𝜙1〉|02〉|03〉

= √
2

3
(cos𝜃|000〉 − sin𝜃|111〉) −

cos𝜃

√6
(|011〉 + |101〉) +

sin𝜃

√6
(|010〉 + |100〉)

 

但我们并非需要同时关心三个光子的状态，而是只需单独考虑某一个光子是否保真。

比如，考虑第一个量子任何首项为|𝜙1〉的|𝛷123〉都应与|𝛹123〉计算保真度并加和。比如： 

〈𝜙00|𝛹123〉 = cos𝜃〈000|𝛹123〉 + sin𝜃〈100|𝛹123〉 = √
2

3
cos2𝜃 +

1

√6
sin2𝜃 

〈𝜙01|𝛹123〉 = cos𝜃〈001|𝛹123〉 + sin𝜃〈101|𝛹123〉 = −
1

√6
sin𝜃cos𝜃 
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〈𝜙10|𝛹123〉 = cos𝜃〈010|𝛹123〉 + sin𝜃〈110|𝛹123〉 =
1

√6
sin𝜃cos𝜃 

〈𝜙11|𝛹123〉 = cos𝜃〈011|𝛹123〉 + sin𝜃〈111|𝛹123〉 = −
1

√6
cos2𝜃 − √

2

3
sin2𝜃 

四式相加，得到 

𝐹1 = |〈𝜙00|𝛹123〉|
2 + |〈𝜙01|𝛹123〉|

2 + |〈𝜙10|𝛹123〉|
2 + |〈𝜙11|𝛹123〉|

2 =
5

6
 

同理可算出 

𝐹2 = |〈0𝜙0|𝛹123〉|
2 + |〈0𝜙1|𝛹123〉|

2 + |〈1𝜙0|𝛹123〉|
2 + |〈1𝜙1|𝛹123〉|

2 =
5

6
 

保真度与状态|𝜙1⟩中的𝜃无关。 

EPR 佯谬与贝尔定理（PPT17）2 

EPR佯谬及其思想实验（增补） 

定域实在论假设 

EPR 佯谬是基于这样两个假设，来导出正统量子力学的不完备性的。这两个假设是： 

定域论：某区域发生的事件不能以超过光速的传递方式影响其它区域。对粒子 A 的测量不

会影响到粒子 B 的状态。 

实在论：做实验观测到的现象是出自于某种物理实在，而这物理实在与观测无关。 

这里引出了一个概念：“物理实在”（Physical Reality）。它是指，在不对系统进行任何

程度的扰动下，如果我们能准确预测物理量的值，那么就存在一个物理实在的元素与这个

物理量对应。 

EPR 佯谬是基于这样一个思想实验。我们有一个粒子源，它能够同时产生两个自旋 

1/2 的粒子。单个电子的自旋方向是不确定的，但是粒子源保证了这两个电子的自旋总是相

反的，即双电子体系的总自旋为 0. 

 

 
2 可参考：EPR 佯谬与定域隐变量理论 - 小时百科 (wuli.wiki) 

https://wuli.wiki/online/EPR.html
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 …… 

 

定域隐变量理论：哥本哈根学派，我要 diss你！ 

德布罗意，隐变量假说：量子效应表面的随机涨落实则是由一些人类尚不知晓的隐形

变量与已知变量相互作用共同铸就的。我们无法预测单独一个粒子的运动趋势，或许并不

是因为它没有严格遵循因果关系，而是由于我们的理论或实验水平还不够，无法感知到这

些隐变量。 

这两个光子间有什么区别？ 在通过 PBS 之前，

这两个光子之间有什么区别？ 如果我们知道它们

之间的区别，我们就能搞清楚为什么它们在通过

PBS 之后表现不同。 

量子力学告诉我们，两个光子间没有区别， 

然而最后它们一个处于|→⟩，一个处于|↑⟩。  

如果我们可以在两套互补基组下定义具有明确偏振方向的光子，那么量子理论应该可

以确定的预测光子通过不同偏振方向的 PBS 后的测量结果。 

爱因斯坦 diss 道：正统量子力学的波函数无法给出关于物理实在的完整描述！！！ 

EPR 论文的最后给出了一个解决方案，他们认为存在一个完备的描述，即在波函数以

外还存在一种隐变量，导致能够得到正统量子力学所预言的结果。这被称为是定域隐变量
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理论（Hidden-variable Theory）。然而这一理论的数学必然是复杂的，我们对隐变量的结构

一无所知。从而是否存在一个定域隐变量理论与正统量子力学等价，这件事是十分困难的。

以至于自 EPR 佯谬提出以后，人们很长一段时间停滞在关于这个问题哲学和思辨层面的讨

论。直到 1964 年 Bell 提出著名的 Bell 不等式，人们终于能够进行实验上定量的测量来检

验两个理论孰是孰非。下面我们先对定域隐变量理论进行简要的介绍。 

 

Bell不等式 

贝尔不认同教科书上对于量子论的“正统解释”。他想要的是一个确定的、客观的物理

理论，他把自己描述为爱因斯坦的一个忠实追随者。毕业后主要工作集中在加速器和粒子

物理领域，但仍对量子物理保持浓厚兴趣。他为隐变量理论的想法着迷，认为它恢复了实

在论和决定论，使世界重新回到客观独立、优雅确定、严格遵守因果关系的轨道上。认为

隐变量理论可以完成对量子力学的完备化。 

相关性 

（A，B）的相关性：（A+，B-）相关性为 1； 

（A+，B+）相关性为-1；若 B 取值和 A 毫无关系， 

完全随机，则相关性为 0. 
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在三个方向（x，y，z）上进行观测。不要求它们相互垂直，任意取即可。那么，结果

矩阵为： 

…

(

 
 
 
 
 
 
 

𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴𝑧
+ + +
+ + −
+ − +
+ − −
− + +
− + −
− − +
− − −

 

𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑧
− − −
− − +
− + −
− + +
+ − −
+ − +
+ + −
+ + +

 

 

概率
𝑁1
𝑁2
𝑁3
𝑁4
𝑁5
𝑁6
𝑁7
𝑁8 )

 
 
 
 
 
 
 

 

显然𝑁1 +𝑁2+. . . +𝑁8 = 1 

（Ax+，By+）？观察每一行，若满足 Ax 与 By 同号即为+1，反之为-1： 

𝑃𝑥𝑦 = −𝑁1 −𝑁2 +𝑁3 +𝑁4 +𝑁5 +𝑁6 −𝑁7 −𝑁8 

同理 

𝑃𝑥𝑧 = −𝑁1 +𝑁2 −𝑁3 +𝑁4 +𝑁5 −𝑁6 +𝑁7 −𝑁8 

𝑃𝑧𝑦 = −𝑁1 +𝑁2 +𝑁3 −𝑁4 −𝑁5 +𝑁6 +𝑁7 −𝑁8 

|𝑃𝑥𝑧 − 𝑃𝑧𝑦| = |−2𝑁3 + 2𝑁4 + 2𝑁5 − 2𝑁6| = 2|−𝑁3 +𝑁4 +𝑁5 −𝑁6| 

≤ 2(|𝑁4 +𝑁5| + |𝑁3 +𝑁6|) 

= 2(𝑁3 +𝑁4 +𝑁5 +𝑁6) 

= 1 + 𝑃𝑥𝑦 

即得经典概率下的贝尔不等式 

|𝑃𝑥𝑧 − 𝑃𝑧𝑦| ≤ 1 + 𝑃𝑥𝑦 

隐变量理论中，对于两个粒子的描述：无论观察与否，两个粒子始终存在于客观现实

之内，它们的状态从分裂的一刹那起就都是确定无疑的。若禁止超光速信号传播，则理论

上在同时观察两个粒子的时候，它们之间无法交换任何信息，它们所能达到的最大相关度

限于经典世界所给出的极限，即贝尔不等式。如果实验检验能够发现违背 Bell 不等式，则

说明定域隐变量理论是错误的。 

如果世界的本质是经典的，即如果世界满足定域实在性， 那么我们任意取三个方向观

测 A 和 B 的自旋，他们所表现出来的相关度必定要受限于贝尔不等式之内。 

在量子论中，只要我们把 x 和 y 之间的夹角取得足够小，则贝尔不等式是可以被突破

的。即，在量子主宰的世界里，A 和 B 在相隔非常遥远的情况下，在不同方向上仍表现出

很高的相关度，以至于贝尔不等式不成立。1972 年，Freedman and Clauser 做了第一个贝尔

检验（Bell test），结果违反 Bell 不等式。然而因为存在定域性漏洞，即纠缠的粒子间距离

太小，不足以说明纠缠的非局域性，结果不具有说服力。 
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简化的 Bell 不等式 

  

𝑝12(𝑎1, 𝑏1) − 𝑝12(𝑎1, 𝑏2) + 𝑝12(𝑎2, 𝑏1) + 𝑝12(𝑎2, 𝑏2)

𝑝1(𝑎2) + 𝑝2(𝑏1)
≤ 1 

 P1(a)， P1(b)独立于方向的选择，而联合概率 P12(a,b)仅取决于 a 和 b 之间的角度𝜃： 

𝑃12(𝑎, 𝑏) = 𝑃12(𝜃) 

 则贝尔不等式 

𝑆(𝜃) =
3𝑝12(𝜃) − 𝑝12(3𝜃)

𝑝1 + 𝑝2
≤ 1. 

量子力学预测及实验验证 

|𝜓12〉 =
1

√2
(|↑1〉|↑2〉 + |→1〉|→2〉) 

𝑝12(𝑎, 𝑏) = |⟨𝑎|⟨𝑏|𝜓12⟩|
2 =

1

2
|⟨𝑎| ↑1⟩⟨𝑏| ↑2⟩ + ⟨𝑎| →1⟩⟨𝑏| →2⟩|

2

=
1

2
[sin 𝑎sin 𝑏 + cos 𝑎cos 𝑏]2 =

1

2
cos2 (𝑎 − 𝑏) =

1

2
cos2 𝜃.

 

𝑝1(𝑎) = |⟨𝑎|⟨↑2 |𝜓12⟩|
2 + |⟨𝑎|⟨→2 |𝜓12⟩|

2 =
1

2
(|⟨𝑎| ↑1⟩⟨↑2 | ↑2⟩|

2 + |⟨𝑎| →1⟩⟨→2 | →2⟩|
2)

=
1

2
(sin2 𝑎 + cos2 𝑎) =

1

2
.

 

 可将贝尔不等式化为 

𝑆(𝜃) =
1

2
(3cos2𝜃 − cos23𝜃). 

由 S 函数图像可以看出：S 可以大于 1，量子力学违反了

Bell 不等式。定域性和实在性在量子力学中是不共存的！ 

 

随后，1982 年 Aspect, Grangier, and Roger 等人及后来更精密的实验观测都肯定正统量

子力学理论是正确的，定域隐变量理论所给出的不等式与实验结果不符。我们的世界不可

能如爱因斯坦所梦想的那样，既是定域的（没有超光速信号的传播），又是实在的（存在一

个客观确定的世界，可以为隐变量所描述）。定域实在性（local realism）被排除。则要么

放弃定域性，要么放弃实在性。 
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Aspect 的实验装置：3 

 

用实验验证贝尔不等式，其根本目的之一就是要验证量子力学到底是定域的，还是非

定域的？非定域性的意思是说，如果测量纠缠光子对中一个光子的偏振，将会影响到它的

孪生兄弟--另一个光子的偏振方向。这种影响的发生，不允许两个光子之间的任何沟通。

换句话说，贝尔不等式体现了定域条件对两个光子的关联协作程度的限制。或者说，对他

们的逻辑能力的限制。 

在实验中也得做到这一点：要保证两个纠缠光子间没有交换信号的可能性。阿斯派克

特在第三个实验中，采取延迟决定偏光镜方向的方法，就是为了保证这点。或者说，他在

克劳瑟等人实验的基础上，再多加了一道闸门，完全排除了纠缠光子间交换信号的可能性。

阿斯派克特在实验中不预先设定两个检偏镜的角度，而是将这个决定延迟到两个光子已经

从纠缠源飞出，快要最后到达检偏镜的那一刻。 

他的两个检偏镜距离纠缠源分别大约 6.5 米左右。因此，当两个光子快到检偏镜的那

一刻，它们之间的距离大约是 13 米。最快的信息传递速度是光速，光也需要 40ns（ns 是

纳秒=10 万万分之一秒）的时间来走完 13 米的路程。因此，阿斯派克特发明出了一种基于

声光效应的设备，能使得检偏镜在每 10ns 的时间内旋转一次。这样，两个纠缠光子就不可

能有足够的时间来互相通知对方了。 

实验以高精度证明，结果违反 Bell 不等式，而与量子力学相符。 

 
3 参考：科学网—走近量子纠缠-11-阿斯派克特的实验 - 张天蓉的博文 (sciencenet.cn) 

https://blog.sciencenet.cn/home.php?mod=space&uid=677221&do=blog&id=541738

